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Resumen

Para la teoria de grafos, uno de los mayores problemas consiste en entender la relacién entre la
estructura de un grafo y su ndmero cromatico. El buscar establecer esta relaciéon ha dado origen a
una gran cantidad de conjeturas y resultados relacionados a la coloracién de grafos. Siendo uno de los
resultados mas importantes el Teorema de los Cuatro Colores, el cual establece que todo grafo planar
puede ser coloreado con a lo mas cuatro colores. Como veremos, este teorema derivé en el desarrollo
de una gran variedad de problemas relacionados sobre la existencia de determinadas subestructuras en
grafos con ndmero cromatico alto.

El nimero de clique de un grafo GG, denotado por w(G), corresponde al tamafio del mayor subgrafo
completo en un grafo G. Dado que un grafo completo de n vértices, su nimero cromatico x(G) = n,
entonces, para cualquier grafo G, se tiene que w(G) < x(G), ya que un grafo completo debe recibir
colores distintos en cada vértice, pero la desigualdad contraria no es cierta. En este sentido, el Teorema
de Mycielski nos dice que hay grafos sin un completo en 3 vértices y nlimero crématico arbitrariamente
alto. Esto deja como consecuencia que un niimero cromatico elevado no garantiza que el grafo tenga una
subestructura completa como subgrafo. No obstante, se esperaria que un grafo con nimero cromatico
alto contenga una subestructura completa en un sentido mas débil. Lo que ha llevado al estudio de
diversas formas de contencién de grafos, como las subdivisiones, menores e inmersiones.

Una de las conjeturas mds importantes, que relaciona el nimero cormatico y la contencién de
subestructuras completas es la Conjetura de Hadwiger, la cual dice que todo grafo G con nimero
cromatico x(G) contiene a K (q) como menor. Aunque esta afirmacién sigue abierta, la conjetura a
llevado a la elaboracién de varias variantes donde se reemplaza la nocién de menor por otras formas de
contencién.

En el presente trabajo se abordardn conjeturas andlogas a la Conjetura de Hadwiger para inmersiones
completas. En particular, se estudiard la Conjetura de Lescure y Meyniel (1989), la que establece que
todo grafo GG contiene una inmersién de un grafo completo K, ). Esto da paso a la Conjetura de
Vergara (2017), que propone que todo grafo G' con n vértices y nimero de independencia ~ 2 contiene
una inmersién de K[@]

Nuestro primer reéultado restringe la familia de grafos que pueden formar un contraejemplo minimo
a la Conjetura de Vergara. Asi se demouestra que todo contraejemplo minimo a la Conjetura de Vergara
debe contener como subgrafo inducido al ciclo C5 afiadiendo un vértice externo adyacente a exactamente
tres vértices del ciclo. Luego, se demuestra que todo grafo con nimero de independencia dos contiene
a K, (g como menor o como inmersién. Finalmente, se verifica la Conjetura de Vergara para todo
grafo con a lo mas diez vértices, es decir, se demuestra que si G tiene n < 10 vértices y nimero de

independencia 2, entonces G contiene una inmersién de K[ﬂ]'
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Capitulo 1

Introduccion

Asumimos familiaridad con terminologia basica de teoria de grafos, que puede ser revisada en el
glosario de esta memoria.

Para la teoria de grafos, uno de los mayores problemas consiste en entender la relacién entre la
estructura de un grafo y su nimero cromatico. El buscar establecer esta relaciéon ha dado origen a una
gran cantidad de conjeturas y resultados relacionados a la coloracién de grafos.

1.1. Ndamero cromatico y subestructuras completas

Todo esto comienza con el Teorema de 4 colores, este problema fue propuesto por primera vez en el
ano 1852 por el estudiante Francis Gauthrie, quien se encontraba coloreando un mapa de los condados
en Inglaterra, notando que solo bastaba usar cuatro colores para colorear. El conjeturd que todo grafo
planar puede ser coloreado con a lo mas cuatro colores. Esta conjetura fue publicada por su profesor
Augustus de Morgan. Luego de muchos intentos fallidos, pudo ser demostrada en 1974, por Kenneth
Appel y Wolfgang Haken, analizando un gran nimero de configuraciones reducibles. La demostracién
fue mejorada en 1997 por Robertson, Sanders, Seymour y Thomas, que consiguieron reducir el nimero
de tales configuraciones pero sigue requiriendo un chequeo computacional.

Teorema: 1 (Teorema de los 4 colores). Si G es un grafo planar, entonces x(G) < 4.

Es fécil ver que se tiene w(G) < x(G) para todo grafo G, por lo que tener un nimero de clique alto
implica que se tiene un nimero cromatico alto. Es bajo este contexto donde se planteé la duda de si al
tener un ndimero cromético alto, implicaria la presencia de un clique grande.

Con esta duda en mente, en el afio 1955, el matemdtico polaco Jan Mycielski [Myc55] logré demostrar
que existen grafos sin tridngulos con un ndmero cromatico arbitrariamente alto. Esto demuestra que el
tener un ndmero cromatico alto no siempre implica tener un nimero de clique alto.

Teorema: 2 (Mycielski). Para todo ¢, existe un grafo G sin K3 como subgrafo y con x(G) = t.

El contrarreciproco del Teorema de los 4 Colores, es que si G tiene niimero cromético x(G) > 5,
entonces G no es planar. Esto nos lleva al Teorema de Wagner [\Wag37], propuesta en el afio 1937,
quien establecid los tipos de grafos que no se pueden encontrar como menores en grafos planares.

Teorema: 3 (Wagner). Un grafo G es planar si y sélo si no contiene a K5 o K33 como menor.

Mezclando entonces el Teorema de los 4 colores y el Teorema de Wagner se tiene que si x(G) > 5,
entonces GG contiene a K5 o K33 como menor. Asi mientras tener un nimero cromdtico alto no nos
garantiza tener un K3 como subgrafo, tener un ndmero cromatico al menos 5 ya nos garantiza encontrar
menores densos.



1.2. Introduccién a la Conjetura de Hadwiger

En el afio 1942 el matematico Hugo Hadwiger presenté su Conjetura en la Escuela Politécnica
Federal en Ziirich. Esta idea surgié como una generalizacién de la implicancia del Teorema de 4 Colores
que acabmos de mencionar. Esta nueva conjetura usa el valor mdximo de un ndimero entero ¢ para el
cual un grafo G tiene a K; como menor, y afirma que el valor maximo de dicho ¢ es al menos el nimero
cromatico x(G).

Conjetura: 1 (Hadwiger [Had43]). Todo grafo G contiene a K, (g) como menor.

Esta Conjetura se puede demostrar sin mucha dificultad para todo grafo G' con x(G) = 4. Para
X(G) =5y 6, se ha demostrado que se puede reducir al Teorema de 4 colores. Los demas casos quedan
abiertos.

Como la conjetura es dificil, se han considerado versiones mas débiles. Notando que x(G) > %
para todo grafo en n vértices, Duchet y Meyniel en 1982, propusieron la siguiente conjetura:

n

a(G)

Conjetura: 2. Sea GG con n vértices, G contiene a K( W como menor.

Plummer, Stiebitz y Toft [PSTO03], realizaron un estudio exhaustivo de la Conjetura de Hadwiger
para grafos con nimero de independencia ~ 2, y demostraron que para estos grafos la Conjetura 1y la
Conjetura 2 son equivalentes.

Teorema: 4 (Plummer, Stiebitz, Toft). Todo grafo G con n vértices y con nimero de independencia
~ 2, contiene a K7, /21 como menor si y solo si contiene a K, (g) como menor.

Es facil pensar que demostrar la Conjetura para grafos con nimero de independencia a lo mas 2
seria facil, ya que cada color tiene a lo mas dos vértices, sin embargo, este caso sigue abierto. Lo mejor
que se tiene es un resultado de Duchet y Meyniel que dice que todo grafo G en n vértices con niimero
de independencia 2 contiene a K »7 como menor.

Paul Seumour [Sey16] dijo: “I\jly own belief is, if it [Hadwiger's Conjeture] is true for graphs with
independence number two then it is probably true in general, so it would be very nice to decide this
case.”. Esta frase es importante, ya que intuye que si se logra resolver la Conjetura de Hadwiger para
grafos con nimero de independencia de lo mas dos, se puede resolver la Conjetura a nivel general.

1.3. Inmersiones completas y nimero cromatico

La nocién de inmersién en Teoria de Grafos es un concepto relacional que describe cémo un grafo se
puede proyectar o incluir dentro de otro. Implica mapear los vértices de un grafo H a vértices distintos de
un grafo G y las aristas de H a caminos arista-disjuntos de (G, conservando la estructura de conexiones
original.

Definicién: 1 (Inmersién). Un grafo G contiene otro grafo H, con V(H) = {v1, ..., v, }, como inmersién
si hay en G vértices uy, ..., u, tal que si v;v; € E(H), entonces existe en G un camino P;; entre u; y
uj, y €s0s caminos son arista disjuntos en G.

A los vértices uq, ..., u, de G los llamamos terminales de la inmersién.



Figura 1.1: A la izquierda, se tiene el grafo G, que contiene a H = K4 como inmersidn, a la derecha.

Las nociones de menor e inmersion son relaciones importantes de la Teoria de Grafos. Aunque ambas
buscan contener un grafo dentro de otro, ambas surgen y responden a problemas estructurales distintos.
La teoria con respecto a menores presentd la mayor cantidad de resultados durante la segunda mitad del
siglo XX con la obtencién de resultados importantes, como lo es el Teorema de los Menores de Grafos,
que muestra que la relacién de menores contituye un well-quasi-order' para la clase de grafos finitos,
siendo un resultado fundamental en la Teoria de Grafos, permitiendo caracterizar a las familias de grafos
que son cerradas bajo menores mediante un conjunto finito de menores prohibidos.

Por otro lado, se tiene la nocién de inmersién, la cual fue introducida como alternativa a la definicién
de menor. Siendo una definicidon que resulté dtil para la compresién de problemas que tienen que ver
con la conectividad de aristas, rutas en redes y la estructura de grafos altamente conexos. A partir de
los afios 2000, fue que Robertson y Seymour extendieron varios resultados de menores para el contexto
de inmersiones, logrando probar que las inmersiones también es un well-quasi-order, pudiendo establecer
una relacién entre menores e inmersiones.

Algunas diferencias entre menores e inmersiones son:

= La clase de grafos planares, aunque excluye a K5 como menor, contiene todos los completos como
inmersiones.

= la clase de grafos con grado maximo a lo mas 3, aunque excluye a K5 como inmersién, contiene
todos los completos como menores.

Esto nos dice que realmente son érdenes incomparables.
Y algunas de las similitudes son:

= Ambos son well-quasi-orders (Robertson y Seymour, 2004, 2010 [RS10])

= Si GG contiene a H como menor topoldgico, entonces contiene a H tanto como menor y como
inmersion.

Debido a estas relaciones, una gran cantidad de investigadores han intentado trasladar resultados
cldsicos de menores para poder ser aplicadas también para imersiones. Es asi como en el ano 1989 los
matematicos F. Lescure y H. Meyniel publicaron un articulo donde proponen una conjetura andloga a
la Conjetura de Hadwiger para inmersiones.

1Un well-quasi-order es una relacién de contencién que impide la existencia de familias infinitas de grafos mutuamente
incomparables. Es decir, en cualquier secuencia infinita de grafos siempre existen dos de ellos tales que el primero esta
contenido en el segundo (como menor o como inmersién, segiin la relacién considerada). Esta propiedad tiene importantes
consecuencias estructurales, entre ellas que toda familia cerrada bajo dicha relacién puede describirse mediante un conjunto
finito de grafos excluidos.



Conjetura: 3 (Lescure y Meyniel [LM89]). Todo grafo ¢ contiene K, () como inmersién.

Durante varios afos, no se mostraron avances en la Conjetura. La primera respuesta a esta Conjetura
fue en el afio 2010, cuando DeVos, Kawarabayashi, Mohar y Okamura demostraron que la conjetura es
cierta para grafos con nimero cromatico a lo mas siete.

En el afio 2014 DeVos, Dvofdk, Fox, McDonald, Mohar y Scheide, quienes si bien no lograron
demostrar que se podia tener una inmersién en grafo G de tamafio x(G), lograron demostrar que se
puede obtener una inmersién de un grafo completo cuyo tamafo es lineal en el nimero cromatico,
es decir, probaron que un grafo contiene una inmersion de K, (qg)/2007, pudiendo demostrar que la
conjetura es “verdadera hasta una constante multiplicativa”. A partir de este resultado, comenzé una
carrera por mejorar la constante.

En el afio 2017, Dvo¥ak y Yepremyan lograron reducir el denomidador de 200 a 11. Y finalmente en
el afio 2019, Gauthier, Le y Wollan volvieron a mejorar el resultado, el cual es el mejor hasta la fecha,
donde todo grafo G con niimero cromético x(G), posee una inmersién de un grafo completo de tamafio

’VX(G)

3,54 |-

A pesar de los avances obtenidos, la conjetura de Lescure y Meyniel sigue abierta de forma general,
lo que ha llevado al estudio de esta conjetura para ciertas familias de grafos, como lo son los grafos con
nimero de independencia dos.

En el afio 2017, Sylvia Vergara propuso que la Conjetura de Lescure y Meyniel se debe cumplir para
grafos con nimero de independencia a lo mas dos.

Conjetura: 4 (Vergara [Verl7]). Todo grafo G con n vértices y a(G) < 2 contiene una inmersién de
Como x(G) > ﬁ para todo grafo G, se tiene que la Conjetura 3 implica la Conjetura 4, y Vergara
probd que en realidad son equivalentes para grafos con nimero de independencia dos.
En ayuda a la resolucién de la conjetura, Vergara logré demostrar que todo grafo G de n vértices y
a(G) < 2, contiene una inmersién de K[%1. Luego, Gauthier, Le y Wollan, lograron aumentar el tamano

de la inmersién completa a 2 L%J

Teorema: 5 (Gauthier, Le y Wollan [Qui21], 2017). Sea G un grafo con n vértices y a(G) < 2. Entonces
G contiene KQL%J como inmersidn.

1.4. Resultados de esta memoria

A partir de los resultados mostrados anteriormente, esta memoria quiere abordar tres problemas
relacionados a la formacién de inmersiones bajo ciertos pardmetros del grafo, como lo son el nimero de
independencia, el nimero de clique o el grado minimo.

Estos problemas tienen como motivacién hallar algunas familias de grafos que cumplen con la Con-
jetura de Lescure y Meyniel, en particular trabajaremos con grafos con «(G) < 2, donde es equivalente
a que se cumplan con la Conjetura de Vergara.

1. Hallar subgrafos inducidos en contraejemplos minimos a la Conjetura de Vergara.

Para mostrar el Teorema 5 usaron que todo contraejemplo minimo a la Conjetura de Vergara tiene
un Cs inducido. Con miras a dar un camino para mejorar el Teorema 5 mostraremos que todo
contraejemplo minimo a la Conjetura de Vergara contiene un grafo Cs mas un vértice adicional
adyacente a exactamente 3 vértices.



2. Mostrar que todo grafo G con a(G) < 2 cumple la Conjetura de Hadwiger o la Conjetura de
Vergara.
Mostramos que todo grafo con a(G) < 2y grado minimo suficientemente alto contiene a K(ﬂ]
2

como inmersién. Junto con Teorema de Chudnovsky y Seymour, entre otros, obtenemos que todo
grafo G con a(G) < 2 cumple la Conjetura de Hadwiger o la Conjetura de Vergara.

3. Demostrar que se cumple la Conjetura de Vergara para grafos con hasta diez vértices.

A través de los niimeros de Ramsey, se pueden hallar ciertas estructuras en los grafos, lo que
permite reducir de manera considerable el nimero de casos, que sin embargo, mostramos que
explotan para grafos con once vértices.

Notamos ademds que Botler et al. [BFL"25] probaron que todo G con n > 11 vértices y a(G) < 2,
y A(G) < 19n/29 — 1 contiene una inmersién de K(ﬁ] Asi nuestro resultado para n < 10

2
completa el suyo (sin requerir la condicién en A(G) para n < 10).



Capitulo 2

Contraejemplos minimos a la Conjetura
de Vergara

2.1. Subgrafos inducidos en contraejemplos minimos

En esta seccidn estudiaremos grafos que son contraejemplos minimos a la Conjetura de Vergara,
mostrando que contienen un grafo en particular como subgrafo inducido.
Para ello usaremos los siguientes lemas:

Lema: 1 (Gauthier, Le y Wollan 2019 [GL\W19]). Sea G un grafo con a(G) < 2 y que sea un contra-
ejemplo minimo a la Conjetura de Vergara. Entonces GG contiene un ciclo inducido de largo 5.

Este lema fue ultilizado por Gauthier, Le y Wollan para probar el Teorema 5, que nos dice que
todo grafo con n vértices y a(G) < 2 contiene a K, »| como inmersién. Para probar este Teorema,
ellos toman el C5 garantizado por el lema y lo remueverf del contraejemplo minimo G. Por minimalidad
G — Cs contiene a KQLRTfsJ = KQL%J—Q como inmersidn, con lo que es suficiente agregar 2 terminales
mas a dicha inmersién completa. Ellos logran entonces demostrar que dos vértices del C5 pueden ser
agregados como terminales a la inmersién completa ya existente.

En este sentido nos interesa encontrar subgrafos inducidos con mas vértices que el C'5 para poder
intentar mejorar la cota del Teorema 5.

Junto con el Lema 1 utilizaremos el siguiente lema.

Lema: 2 (Quiroz, 2021). Sea G un grafo de n vértices con a(G) < 2. Suponer que G tiene una copia
inducida W de Cj, tal que para cada e € E(W), los extremos de e, en conjunto, dominan G — W, y
todo subgrafo propio de G satisface la Conjetura de Vergara. Entonces G contiene un K(%] como una
inmersién.
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Figura 2.1: A la izquierda el grafo house, y a la derecha el grafo one-wall-house (owh)

Ademds por contexto mencionamos este Teorema. Donde el grafo owh en el descrito en la Figura 2.1.

Teorema: 6 (Quiroz, 2021). Sea G un grafo libre de owh con «(G) < 2. Entonces G satisface la
Conjetura de Vergara.

Definimos el grafo cono de helado (cdh) como el grafo que se obtiene al tomar un Cj5 y afiadir un
vértice externo exactamente a tres vértices.

Figura 2.2: El grafo cdh

Proposicién: 1. Todo contraejemplo minimo a la Conjetura de Vergara contiene el grafo cdh como
subgrafo inducido.

Demostracion. 1) Sea G un contraejemplo minimo a la Conjetura de Vergara. Del Lema 1: G tiene

2)

un ciclo inducido de largo 5 (C5 C G).

Si cada arista de C'5 domina a G — Cj, entonces por minimalidad se llega a una contradiccién por
el Lema 2. Ya que si cada arista de C5 domina a G — C5 por el Lema 2, G tiene una inmersién
de K[ﬁ cumpliendo la Conjetura de Vergara.

Por lo que debe haber una arista e € C5, que no domine a G — (5. Es decir, debe existir un
vértice v € G — C5 que no es adyacente a ninglin extremo de e. Enumeramos los vértices del Cj
de manera natural y llamamos x1, z2 a los extremos de e (ver Figura 2.3).

x3 tiene que ser vecino de v, ya que de lo contrario se formaria un conjunto independiente con
vV, T3 Y I1.
De la misma forma, v es vecino de x4 y x5, ya que de lo contrario, si no es vecino de x4

se formaria un conjunto independiente con v,x4 y 1, ¥y Si no es vecino de x5 se formaria un
conjunto independiente con v, x5 y 9.

11



Asi, concluimos que

existe v € V(G)\C5 tal que [IN(v)NC5| =3

Figura 2.3: Esquema de construccién de cdh a partir de Cj

12



Capitulo 3

Menores o inmersiones para grafos con
numero de independencia dos

En esta seccién demostraremos el siguiente Teorema:
Teorema: 7. Todo grafo G con a(G) < 2 contiene a K, () como menor o como inmersién.

Es decir, todo grafo con a(G) < 2 cumple la Conjetura de Hadwiger o la de Vergara.

3.1. Resultados clave

Uno de los principales resultados de interés es el siguiente teorema demostrado por Maria Chudnovsky
y Paul Seymour [CS12] en el afio 2016.

Teorema: 8 (Chudnovsky y Seymour, 2016). Sea G un grafo en n vértices con a(G) < 2. Si el nimero
de clique cumple

1 si n es par,
n-+3
4 M

w(G) >

si n es impar.
entonces G contiene a K7, /21 como menor.
Ademads de tener en cuenta el Teorema 8, se tendrdn los siguientes teoremas:

Teorema: 9 (Vergara [Verl7]). Sea G un grafo de n vértices con o(G) < 2. Entonces G contiene a
K () como inmersién si y sélo si G contiene a K[ﬁ] como inmersién.
2

Teorema: 10 (Borodin, Kostochka y Woodall [BKW97], 1997). Sea G un grafo y L es una asignacién
de lista a F(G) de tal manera que para que cada arista e = uv tenemos

|L(e)| > max{deg(u),deg(v)} + Bmin{deg(u),deg(v)}J

Entonces hay un L-arista-coloreo de G.

Ademas usaremos el Teorema 4 mencionado en la introduccién.
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3.2. Hallar inmersiones a través del grado minimo

Buscamos una condicién de grado minimo que nos garantice una inmersién de K.7. Notar que el

siguiente Teorema es valido para cualquier grafo sin importar su nimero de independencia.
Para todo grafo G y v € V(G), denotamos N (v) = V(G)\(N (v) U{v}). Es decir, N(v) son los los
vértices de G que no son vecinos de v, incluyendo al vértice v.

Teorema: 11. Sea G un grafo con n vértices y

6(G)>{n—ﬂﬂ, si n es par,

n— 2537, sin esimpar,
Entonces GG contiene a K[ﬁ] como inmersién.
2

Demostracién. Tomar cualquier conjunto A C V(G) con |A] = [2], B =V(G)\A, y dejar:

b — {[Zﬂ, si n es par,

[2£37, sin es impar.

Si se elige a A como el conjunto de terminales de la inmersién, hay que hallar caminos que pasen por
B para todo par de vértices no adyacentes en A, por lo que se deben elegir los caminos de otra forma
para evitar que tengan aristas en comin, y con esto se podrad corregir cada par de vérties terminales no
adyandentes (formar caminos arista-disjuntos) para obtener la inmersién.

Para todo v € V(G), establecemos m,, := |N(v) N A|. Por la eleccién de §(G) tenemos

n n
IN(W)\ A| > 6(G) — [N() N A| >n—b— (H - 1—mv) = bJ — b+ g + 1.

Con esto podemos dar una cota para el niimero de vecinos en comin de u y v fuera de A, es decir,

los vecinos en comun en B.

-
-
-
-
-
-
-
- -
- -
- -
z--
u-E .....
T~ EC ]
- -
-
- - P
~ ~
\“ T
ST p
.
S
p - -~
o s ~
- <
. -
- - >
y N
e - 4
L - -
- -
L2 ="
g2Zlio--- L ===
veEzZ
- -
-=L
-

Por lo que el tamano de B es

|B| = |N(u) N B|+ |N(v) N B| — |[N(u) N N(v) N B|
Y como B es todo lo que no estd en A, la cantidad de vecinos en comun de u y v fuera de A es

\N(u)mN(v)\m:z(gJ —b>+mu+mv+2— EJ > 1y + My — 1 (3.1)
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n (mod 4) i 5] :3213
n— n —
N I B S
3 n21 _ Ats _ g
2 2

(ver tabla)
Ahora consideremos el complemento de G[A]. Para toda arista e = uv de G[A] asignamos la lista
L(e) = N(u) N N(v) \ A. Por (3.1) y definicién de m,, y m, tenemos

|L(e)| > my+m, —1= deg@(u) + degm(v) -1
que por el Teorema 10 implica que hay una coloracién de aristas ¢ de m de las listas dadas.

Para corregir cada no-arista e = uv en G[A] usamos el camino uy(e)v. Dado que ¢ es una coloracién
de aristas (de G[A]), tenemos que si e,e’ € F(G[A]) con v € eN €, entonces p(e) # p(e’), y la arista
p(e)v es usado sélo en un camino, garantizando que los caminos usados sean mutuamente arista-
disjuntos. O

Con este resultado, estamos listos para demostrar el Teorema 7.

Demostracién. Sea G un grafo de n vértices tal que a(G) = 2. Por contradiccidn, si tenemos w(G) > %

para n par, o w(G) > ”T*i’) para n impar, entonces el Teorema 8 nos dice que G contiene a K7 como

2
menor. Pero entonces el Teorema 4, nos dice que G contiene a KX(G) como menor, contradiciendo la
eleccion de G.
Por lo tanto, podemos suponer que tenemos w(G) < %] —1sin es par o w(G) < (23] —1sin
es impar. Pero, ya que o(G) = 2, todo vértice v satisface que N (v) es un subgrafo completo. De este

modo, si v presencia el grado minimo, tenemos §(G) = n—1—|N(v)| > n—1—w(G), y de este modo

n— [l si n es par,

i(G) = {

n—[%3]) sin es impar.

Pero entonces el Teorema 11, nos indica que G contiene a K[ﬂ como inmersioén, y el Teorema 9
2

nos dice que G contiene a K ) como una inmersién, generando una contradiccidn. O
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Capitulo 4

Inmersiones en grafos pequeinos con
numero de independencia dos

4.1. Introduccion a los niumeros de Ramsey

La Teoria de Ramsey [Ram30], denominada asi en honor a Frank P. Ramsey, corresponde al estudio
matematico que ve las condiciones bajo las cuales debe aparecer el orden. Los problemas de la Teoria
de Ramsey responden a la pregunta “j Cudntos elementos debe contener una estructura para garantizar
la existencia de una subestructura particular?”.

Definicién: 2 (Ndmero de Ramsey). El nimero de Ramsey r(s,t), es el menor niimero entero tal que
todo grafo con r(s,t) vértices contiene un grafo completo en s vértices o un conjunto independiente en
t vértices.

En este caso nos interesan sélo grafos con menos que 7(5,3) vértices.

s/t|1]2] 3 4 5 6
2 [1]2
3 [1]3]6
41409 18
5 15|14 25 |43-49
6 |1]6]18[35—41 |58 —87 | 102— 165

Cuadro 4.1: Tabla de cotas de los nimeros de Ramsey para s,t pequefios.

4.2. Obtencién de inmersiones de K= en grafos pequenos

2

Teorema: 12. Si G tiene n vértices, con n < 10 y o(G) < 2, entonces GG contiene a K[%] como
inmersion.

Demostracion. Los casos pares se obtienen de los impares anteriores, porque:

Wﬂ _ n—1 d
5| = 5 cuando n es par.

Asi podemos concentrarnos en los casos con n impar.
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Si n = 1, queremos una inmersién de K71, que se tiene trivialmente. Y si n = 3 estamos buscando
un K5, que se tiene trivialmente por el nimero de independencia. Asi tenemos el resultado para n < 4.

n=5([3] =3) -

Veamos que G tiene un ciclo y por tanto una inmersién de K3. Para todo vértice v, N(v) induce
un completo, por lo que se asume que |N(v)| < 2, para cada v € V(G). Por tanto tenemos §(G) > 2.
Tomo v; € V(G) adyacente a los vértices vy y v3, y si vavg € E(G) o N(v2) N N(v3) # {v1}, entonces
tenemos o un C3 o un Cy. En otro caso, existe vy € N(ve2), vs € N(vs), pero como §(G) > 2, vy tiene
un vecindario distinto de vy y asi se forma un ciclo, y trivialmente, una inmersién de Kj.

n=1(3 =4

Si G tiene a(G) < 2, con 7 vértices, demostrar que G contiene a un K4 como inmersién.

Por resultado de Teoria de Ramsey, se tiene que si a(G) < 2y n > 6, entonces G contiene
como subgrafo a K3, por lo que G contiene un subgrafo completo con un conjunto de vértices M =
{m1,ma,ms}. El grafo G — M en los vértices a1, a2, as,as debe tener un conjunto de vértices no
adyacentes, digamos a1, a2, o de lo contrario, se tendria a K4 como subgrafo. Ademas, ninguno de
a1,as puede ser adyacente a todo M. Como ai,as no son adyacentes, dominan el resto del grafo,
por lo que podemos suponer, sin pérdida de generalidad aim;y,asmse,aams € E(G), mientras que
ayms,agmy ¢ E(G). Como a(G) < 2, N(v) es un completo para cada v € V(G), y como no se
tiene a K4 como subgrafo, tenemos |N(v)| < 3 para cada v. Esto, junto con nuestra suposicion que
ayms,aomi ¢ E(G) nos da que cada uno de aj, ay debe ser adyacente a uno de as, ay.

Si ambas son adyacentes al mismo vértices a;,7 € {3,4} (digamos a1 y a2 adyacentes a a3), entonces
podemos hallar una inmersién de Kyny, de terminales as, m1, ms, ms, usando el camino as, a;, a1, mq.

Asi, podemos suponer que ajas,asas € E(G), mientras que ajaq,asas ¢ E(G). Puesto que
|N(a1)| < 3, debemos tener que a;ms € E(G). Esto especifica completamente los vecindarios de
a1y as. En particular, cada uno tiene exactamente dos vecinos en M.

Si tenemos asas € E(G), podemos obtener una inmersién de un completo con vértices terminales
M U {az} usando el camino a9, a4, as,a;,mi. Por lo tanto, asumimos que no tenemos esa arista.
Entonces, por simetria, los argumentos dados en el pdrrafo anterior nos indican que as y a4 tienen
exactamente dos vecinos en M. Nétese que no podemos tener N(ag) N M = {mg, m3}, ya que esto
implicaria que mg, ms, as, a4 inducen el subgrafo K. Por lo tanto, tenemos aysm; € E(G), y podemos
obtener la inmersién deseada usando el camino a9, a4, m;.

my my my . m;
a‘,‘ ‘ql'-"'-.- ------------- -N-a 3z
e N a3 34 a e
(2a) a1 y as son adyacentes a (b) ajas,asaq,azay € (c) aiaz,asaqs € E(G) y
as E(G) asay ¢ E(Q)
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n=9 (4] =5)

Si G tiene a(G) < 2, con 9 vértices, demostrar que G contiene a un K5 como inmersién.

Se tiene que R(4,3) = 9. Por lo que todo grafo con n > 9 vértices contiene a K4 o K3. Como G
tiene a(G) < 2, es decir, no contiene a K3, entonces contiene a K4. Se puede empezar desde este K,
para obtener la inmersién de K.

Se define H := K4, C Gy F'=V(G)\H. Para contradiccidn, suponer que: cada vértice de F' tiene
a lo mas un vecino en H. Si F no es K3, entonces se toma u,v € F con uv ¢ E(G). Como u tiene 3
no vecinos en H, y v igual, por palomar tienen un no vecino en comtun, lo que contradice a(G) < 2.

Por lo tanto, existe un vértice en F' que es vecino de al menos dos vértices de H. Ademas tiene un
no vecino en F'. Tomamos v con estas dos propiedades, tal que maximice |N(v) N H]|.

Como «(G) <2,

cada vez que uw ¢ E(G), entonces V(G) — {u,v} € N(u) U N(w) (1)

Por lo tanto cualquier no vecino de v en F es vecino de todos en N(v) N H (los no vecinos de
uno deben ser vecinos de otro). Con esto en mente, si y € N(v) N H buscamos un camino de la
forma v, w, z,y donde w € N(v) N Fy x € N(v) N F. Buscaremos una inmersién K5 con terminales
V(H) U {v}. Asi, tenemos que hallar aristas entre N(v) N F'y N(v) N F, para garantizar los caminos
entre vy N(v) N H. Notar que necesitamos que estos caminos sean arista disjuntos y disjuntos de las
aristas en G[V (H) U {v}].

Consideraremos casos a partir del tamano de N(v) N H. Ya hemos visto que |[N(v) N H| > 2y
si [N(v) N H| = 4, entonces ya tenemos a K5 como subgrafo. Asi solo debemos considerar los casos
IN(v)NH| =2,3.

Antes de considerar los casos, notamos que como «(G) < 2 impide que existan tres vértices mutua-
mente no adyacentes, por lo tanto §(G) > 4.

= Caso 1: |[N(v)NH|=2.

Sea {a,b,c,d} = V(H), ui y ug vecinos de v en F' que existen porque 0(G) > 4 y eleccién del
caso.

Por eleccién de v, todo vértice de F' con un no vecino en F' tiene |[N(v) N H| < 2. Asi, como se
tiene §(G) > 4, obtenemos que

todo vértice de F' tiene al menos dos vecinos en F (2)

e Subcaso 1.1: [N(v) N F| =2
Primero suponer ademas que v tiene exactamente dos vecinos en F'.
Sean ug y uy los dos no vecinos de v en F. Ademds decimos que N(v) N H = {a,b}
Como ug,us ¢ N(v), se tiene que tanto ug como uy son vecinos de ¢ y d, por la ecuacién
(1).

Notemos que
para j = 3,4, |[N(uj) N{ur,ug}| > 1 (3)

porque uz, us ¢ N(v) y (2).
Suponer que SPG: uy € N(us3) y ug € N(u4). Entonces se forman los caminos v, uy,us,cy
v, U, Ug, d, formando la inmersidn.
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Por lo contrario, debe haber i € {1,2} con usz,us ¢ N(u;). Digamos que i = 2. Por (2),

u; € N(ug), y por ecuacién (3) podemos tomar los caminos v,uy,z,c y v, uz,u1,y,d,
formando la inmersién de K.

Figura 4.2: u; € N(u3),u2 € N(u4) Figura 4.3: ug,us ¢ N(us)

e Subcaso 1.2: [N(v) N F|=3

Luego, suponer que v tiene exactamente tres vecinos en F. Sea uy4 el no vecino de v en F,
u1, U2, us los demas vértices en F'. Tenemos que uy debe ser vecino de ¢y d para no formar
un K3. Por (2), en el peor caso, v y uy comparten dos vecinos en F' digamos uy y u3. De esa

forma ya hay caminos v, usg, u4, ¢ y v, u3, 4, d que unen v con cy d, y nos dan la inmersién.
1

Figura 4.4: v y uy son vecinos de ug y us

» Caso 2: |[N(v) N H|=3.

Sea d el no vecino de v en H.

!Como sera (til mas adelante, notamos que en el Caso 1, siempre obtenemos una inmersién con terminales {v} UV (H).
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e Subcaso 2.1: [N(v) N F| =2
Suponer ademds que v tiene exactamente dos vecinos en F.

Sean wuy y uso los vecinos de v en F', y x e y los no vecinos de v en F'. Tanto x como y deben
ser vecinos de d, para no formar un conjunto independiente de tamano 3.

Si E({u1,us},{z,y}) # 0, siempre habrd un camino desde v hasta d, siendo este el camino

V,U1,T 0V, UL, Y OV, U2,T OV, U2, Y.
Para contradiccién tomo E({u1,us}, {z,y}) = 0. Por grado minimo u; tiene dos vecinos

en H, que para que no forme un conjunto independiente 3, debe ser a y b, y con el camino
uy, u2,d, c ser forma una inmersién K5 de terminales {a,b,c} U {v,u;}.

uq

us

Figura 4.5: E({u1, uz}, {z,y}) # 0 Figura 4.6: E({uy,us}, {z,y}) =0

e Subcaso 2.2: [IN(v)NF|=3
Suponer que v tiene tres vecinos en F.

Sea uq, us, ug los vecinos de v en F'. Se tiene que = debe ser vecino de d, pues de lo contrario,
se formaria un conjunto independiente de tamafio 3.

Si E({u1,ug,us},{x}) # 0, siempre habrd un camino de v hasta d.

Para contradiccién tomo E({u1,us2,us},{z}) = 0, por el grado minimo de x, debe tener
sus cuatro vecinos en H, fomando una inmersién K.

Figura 4.7: E({u1,uz2,us},{z}) #0

Figura 4.8: E({u1,u2,us},{z}) =10
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4.3. Complicaciones para grafos mas grandes

Para dar una muestra de como explota el nimero de casos cuando n > 11, analizaremos un caso
particular para grafos con n = 11. Recordemos que por la tabla 4.1, todo grafo conn > 9y a(G) <2
contiene un K4 como subgrafo.

Proposicion: 2. Sea G un grafo en n = 11 vértices con a(G) < 2. Sea H un subgrafo de G con
H = K. Si existe un vértice v € G— H con [N(v)NH| = 4, entonces G contiene a K = K[ﬂ como
2

inmersion.

Demostracién. Si «(G) < 2, quiere decir que no hay tres vértices no adyacentes. Debido a esto, para
cualquier vértice v, todo par de vértices no adyacentes a v deben formar una arista. Es decir, el conjunto
de vértices no adyacentes a v induce un subgrafo completo. Por lo tanto, G[V(G)\({v} U N(v))] es
completo. Para todo v, si |[IN(v)| es pequefio, entonces se forma un completo grande en G y se puede
generar un Kg. En conclusién, tenemos §(G) = n — 1 — w(G) y como w(G) < 5, entonces se tiene
(G) = 5.

Se define F':= G\ H. Y escogemos un Vvértice v', el cual es el vecino de v en F' con mds vecinos en
H. Asi decimos que F = {v, v, uy, ..., us}.

Si V(H) C N(v') entonces G|V (H) U {v,v'}] = K.

Podemos asumir entonces que Yu € N(v) N F, V(H) ¢ N(u). Decimos ademas que V(H) =
{a,b,c,d}.

m Caso 1. [N(v')NH|=2
Digamos N (v') N H = {a, b}.

e Subcaso 1.1: v’ tiene un no vecino en F.

Notar que en Teorema 12, cuando n = 9, se escoge v con un no vecino en F'y al menos
dos vecinos en H. Asi usando a v’ como ese v, en el actual G — v, el Caso 1 de aquella
demostracién nos dice que G — v, contiene una inmersién con terminales V(H) U {v'}. Asi,
G contiene una inmersién con terminales V(H) U {v,v'}.

e Subcaso 1.2: v’ es vecino de todo F.
Existen u;u; con w;u; ¢ E(G), pues de otro modo v’,u1, ..., us inducirdn un Kg. Uno de
u;u; debe ser vecino de ¢, digamos u;c € E(G). Si existe k # 4, con u,d € E(G), entonces
tomo caminos v, u;, ¢ y v, ug,d, para la inmersién de terminales V(H) U {v,v'}.
Si u; € N(v), por eleccién de v/, |[N(u;) N H| < 2, de hecho, N(u;) N H = {¢,d} (al ser
v'u; ¢ E(Q)).
Asi, podemos usar el Caso 1 del Teorema 12 cuando n = 9 para ver que G — v tiene una
inmersién completa en {u;} N H como terminales, y por tanto G tiene una inmersién con
{v,u;} U H como terminales.
Podemos asumir entonces que u; ¢ N (v). Es facil ver que podemos asumir que | N (u;)NH| <
3, pues de otro modo tendriamos una inmersién con terminales V(H) U {v,u;} usando el
camino v, v’ u;. Asi como 6(G) > 5, Ju; con u; € N(u;). Como v’ es vecino de todo F,

podemos usar los caminos v', uj, u;,d y v',u;, ¢ para la inmersién con terminales {v,v'} U
V(H).

21



» Caso 2. [N(v')NH|=3
Sea N(v')N H = {a,b,c}.

e Subcaso 2.1: N(v')NF =F
Como d ¢ N(v'), entonces dado que §(G) > 5, d y v’ tienen un vecino en comin w;, y
podemos usar el camino d,u;, v’ para tener una inmersién en V(H) U {v,v'}.

e Subcaso 2.2: [IN(v/)N F| = 1.
Sea us el no vecino de v’ en F'. Si hay un vértice un v’, uq, ..., usy que es vecino de us, tenemos
una inmersién con terminales {v,v'} U V(H). De otro modo, como d(us) > 6(G) > 5,
entonces {v,us} UV (H), induce un K.

e Subcaso 2.3: [IN(v/) N F| = 2.
Sean uy y us los no vecinos de v’ en F. Si hay un vértice en v’, uq, ug, u3 que es vecino de
ug O us, tenemos una inmersién de K4 con terminales {v,v'} UV (H).
De lo contrario, y si uqus ¢ E(G), entonces por grado minimo, {v,us} UV (H) induce un
Ks. Si uqus € E(G), notamos que uyg y us ambos tienen cuatro vecinos en {v} UV (H).
Si comparten cuatro vecinos en {v} U V(H), entonces se forma Kg como subgrafo. Asi, uy
tiene un vecino en {v} UV (H) que no es vecino de us, digamos que este es v. En este caso,
tenemos una inmersién de Kg, con terminales {v,us} U V(H) usando el camino v, u4, us
para suplir la arista que falta.

e Subcaso 2.4: [N(v') N F| = 3.
Sea {v,ui,us} = N(')NFy {ug,uq,us} = N(v') N F.
Si existe un par i,j con i € {1,2}, j € {3,4,5} con u;u; € E(G) entonces tomamos el
camino v, u;, u;,d para la la inmersién de K¢ con terminales V(H) U {v,v'}.
Podemos asumir entonces que E({u1,us}, {us, us,us}) = 0. Podemos asumir también que
ui,ug ¢ N(d), o ya tendriamos la inmersién deseada. Si ademds tenemos ujus ¢ E(G),
entonces como §(G) > 5, (V(H)\{d}) U{v,v',u1} induce un K.
Asi suponemos ujug € E(G). Por 6(G) > 5, uy tiene tres vecinos en v, a, b, ¢, y lo mismo para
ug. Digamos a,b,c € N(uy). Si ademds a,b,c € N(uy) entonces a,b,c,v’, uy,uy inducen
un Kg. Asi, hay un vértice en v, a, b, c que no es vecino de u; y es vecino de ug, digamos que
es v. Asi tenemos una inmersién con terminales a, b, ¢, v, v’,u1, usando el camino uy, us,v
para suplir la arista que falta.

e Subcaso 2.5: [N(v') N F| = 4.
Digamos u; € N(v')NF. Siexiste j € {2,3,4,5} con u; € N(uy), obtenemos una inmersién
en V(H)U{v,v'} usando v'u;u;d para suplir la arista que falta.
Asi podemos asumir ug,us,us,us € N(u1) y, mds atn, d ¢ N(u1). En ese caso, por
§(G) > 5, tenemos que a, b, c,v,v’,u; inducen un Kg.

= Caso 3: [IN(v)NH|=1

Sea N(v')N H = {a}. Por el grado minimo de G, v’ puede tener a los mas dos no vecinos de F'.

e Subcaso 3.1: [IN(v/)N F| = 1.

Decimos u; ¢ N(v'). Tenemos b, ¢,d € N(u;).Sia € N(u;)yv € N(u;), G[{a,b,c,d,v,u;}] =

K.

Si a € N(u;) entonces v ¢ N(u;). Como 6(G) > 5, existe uj con uj € N(u;). Pero
u;j € N(v'), asi el camino u;,uj,v’,v nos ayuda a completar una inmersién de Kg con
terminales a, b, ¢, d, v, u;.

22



Siv € N(uj) y a ¢ N(u;). Uso el camino u;,u;,v’,a para una inmersién de Kg con
terminales a,b, ¢, d, v, u;, siendo uj € N (u;).
Siv ¢ N(w)ya ¢ N(uj).Como §(G) > 5, existe uj, uy vecinos de u;, y usando los
caminos u;, u;, v, v y u;, ug, V', a, se obtiene una inmersién completa de K con terminales
a,b,c,d, v, u;.

e Subcaso 3.2: [IN(v/) N F| = 2.
Tenemos {b,¢,d} C N(u;) y {b,c,d} C N(uj ). Si existe k € {i, 7} tal que a,v € N(ug), el
grafo G[{a,b,c,d,v,ux}| = K.
De otro modo, si wju; ¢ E(G), por 6(G) > 5y v ¢ N(u;), existe ug, k # j, tal que
ug € N(u;). Usando el camino w;, ug,v’,v se obtiene una inmersién de K¢ con terminales
a,b,c,d, v, u;.
Ahora, supongamos a € N(u;) y v € N(u;). Si wju; € E(G), uso el camino u;,u;,v y
se tiene una inmersién de de K¢ con terminales a,b,c,d, v, u;. Si no existe dicha arista,
entonces por 0(G) > 5, existe uy # uj con u, € N(u;), usando el camino u;, uy, v, v para
obtener una inmersién de Kg con terminales a, b, c,d, v.u;.
Si suponemos v € N(u;), v € N(uj), si uju; € E(G), entonces G[{b,c,d,v,u;,u;}] = Kg.
De otro modo, si u;u; ¢ E(G), existe uy, # u; con up € N(u;) y upr 7 u; con upy € N(uj).
La secuencia u;, u, v, up, u; contiene un (u;uj)—camino que usamos para completar que
usamos para formar una inmersién de K¢ con terminales b, ¢, d, v, u;, u;.
Suponemos que a,v ¢ N(u;) y a,v ¢ N(uj). Si [N(u;) N N(uj) N F| =1 (digdmosle
{uy}), entonces hay aristas w;u;, ujum, con i, j, k,l,m distintos, tomando los caminos P; =
wi,u, v, a, Py = wj, U, v, v,ay P3 = u;,u,u; se obtiene una inmersién de Kg con
terminales a,b, ¢, d, u;, u;.
Por dltimo, suponer que si N (u;) "N (u;) = {ug, w;}, por §(G) > 5, v debe tener otros tres
vecinos en ' (ademds de v) que no son u; ni uj, digdmosle wy,, u, y u;. Ademas, u,, debe
tener al menos un vecino de F', siendo u; 0 uj, 0 sus vecinos en comuin uy o u; (suponer que
es u;. Por lo que usando los caminos Py = v/, uy, uj, b, Po = v', uj, uj,cy P =0, m, uj, d,
se tiene una inmersién de K¢ con terminales a, b, c,d, v, v’

e Subcaso 3.3: v’ ve a todo F' (F C N(v')).
Tiene que haber en F' una arista uw;u; ¢ E(G), pues si no, F'\v induce un K.
Puedo asumir |N(u;) N H| > 2.
Si |N(u;) N H| = 2, por caso similar n = 9 del Teorema 12, hay una inmersién completa

de K5 con terminales {u;} U H, que con el camino u;,v’, v, forma una in,ersién de K¢ con
terminales en {u;,v} U H.

Si|N(uj)NH| = 3, asumo N (u;)NH = {a,b,c}. Siv € N(u;), el camino u;, v, u;,d, se tiene
una inmersién de K¢ con terminales a, b, ¢, d, v, u;. Asi, asumo v ¢ N(u;), por 6(G) > 5,
existe uy # uj con u € N(u;), uso los caminos P; = u;,v',uj,dy Py = u;, ug,v',v para
inmersién de K¢ con terminales a, b, c, d, v, u;.

» Caso 4: [N(v')NH|=0

e Subcaso 4.1: Existe algdn u; con u; ¢ N (V).
Tenemos a, b, c,d € N(u;). Siv € N(u;), se obtiene K¢ a través de los vértices a, b, ¢, d, v, u;.
Entonces, si v ¢ N(u;), por §(G) > 5, existe u; € N(u;), Y usando el camino u;, uj,v',v
para tener una inmersién de Kg con terminales a, b, c, d, v, u;.
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e Subcaso 4.2: F C N(v).
Se tiene el mismo caso que en 3.3, por lo que para cada caso se tiene una inmersién de Kg.

O
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Capitulo 5

Glosario de términos

Definicion: 3. Un grafo G es un par ordenado G = (V, E) donde V es un conjunto de elementos
llamados vértices y F es un conjunto de pares de elementos de V, llamados aristas.

Definicién: 4 (Coloreo de Grafos). Corresponde a una asignacién de colores a los vértices de un grafo
G, siendo el coloreo una funcién ¢ : V(G) — S tal que c(u) # c(v) si wv € E(G).

El nimero cromatico x(G) de un grafo G es el menor niimero de colores con los que puedo colorear
aG.

Definicién: 5 (Grafo completo). Es un grafo tal que todo par de vértices distintos son adyacentes, es
decir, cada vértice del grafo estd conectado a todos los demas vértices.

Un grafo completo con n vértices se denota K.

Llamamos el numero de clique, denotado por w(G) al tamafio maximo de un subgrafo completo
en G.

Definicion: 6 (Grafo libre de H). Para grafos G y H decimos que G estd libre de H si G no contiene
ningln subgrafo inducido isomorfo a H.

Definicién: 7 (Subgrafo). Sea G = (V,E), si V' C V y E' C E, decimos que G’ = (V' E’) es un
subgrafo. Es decir, se puede eliminando vértices y aristas.

Definicion: 8 (Menor). H es menor de G si puedo obtener H a partir de G tras posiblemente borrar
aristas, borrar vértices o contraer aristas.

Se dice que H es menor topoldgico de G, si se obtiene H a partir de (&, removiendo vértices y
aristas de (G y contrayendo vértices de grado 2.

Definicion: 9 (Aristas dominantes). Se dice que una arista ¢ = xy domina un grafo G, si y sélo si
YveG, v~x0ov~y.

Definicién: 10 (Conjunto independiente). Es un conjunto de vértices de un grafo G tal que ninguno
de los vértices es adyacente a otro.
El nimero de independiencia a(G) es el tamafio maximo de un conjunto independiente de vértices.

Definicion: 11 (Subgrafo inducido). Un subgrafo inducido por U C G es el grafo obtenido de G al
borrar V(G)\U. Se denota G[U].

Definicién: 12 (Complemento de un grafo). El complemento G de un grafo G, es el grafo en V(G)
que tiene una arista zy si y sélo si xy ¢ E(G).
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Definicién: 13 (Coloreo de aristas). Para un grafo G = (V, E), coloreo de aristas es una funcién
c¢: E — S con c(e) # ¢(f) son aristas adyacentes.

Definicion: 14 (Lista). Una lista de un grafo GG es el conjunto de colores permitidos que se asigna a
una arista e € E(G), denotado por L(e). Es decir, para cada arista se especifica un conjunto de colores
entre los cuales debera elegirse su color. La coleccién de todas estas listas constituye una asignaciéon de
listas.

Definicién: 15 (L-arista-coloreo). Sea L una asignacion de listas sobre las aristas de un grafo G. Un
L-arista-coloreo es una coloracién (propia) de las aristas de GG en la que cada arista recibe un color
perteneciente a su lista L(e). En otras palabras, cada arista se colorea utilizando tGinicamente uno de los
colores permitidos por su lista, y ademas dos aristas incidentes deben recibir colores distintos.
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