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Resumen

La confiabilidad de un sistema se define como su capacidad para cumplir su propdsito, operando
de manera continua y sin interrupciones. Para garantizar esta estabilidad, se implementan estrategias
de mantenimiento preventivo que buscan maximizar el tiempo operativo y minimizar tanto las fallas

imprevistas como los costos asociados a las reparaciones.

Este trabajo se centra en la optimizacién de politicas de reparacién en entornos estocasticos, es-
pecialmente en sistemas con miultiples componentes con tiempos de vida aleatorios. Para abordar el
problema, se analizardn distintas distribuciones de tiempo de vida y se utilizardn procesos de decisién

de Markov como marco tedrico para su optimizacion.

La efectividad de las estrategias propuestas se evaluard mediante simulaciones, demostrando su
impacto en la mejora de la gestién del mantenimiento. A través del uso de algoritmos de aprendizaje
automatico, se disefan estrategias que optimizan la disponibilidad del sistema y reducen los costos

asociados a su mantenimiento.
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Capitulo 1

Introduccion

El andlisis de fiabilidad de sistemas complejos desempeia un papel crucial en la ingenieria y la gestion
industrial, ya que permite disefiar planes de mantenimiento, que busquen asegurar el funcionamiento
continuo de procesos, minimizar tiempos de inactividad y reducir costos asociados a reparaciones im-
previstas. En este proyecto se define el concepto de “sistema” como una coleccién de componentes o
subsistemas organizados conforme a un disefio especifico con el propésito de realizar una tarea determi-

nada.

Un sistema se considera “operativo” si cumple su funcién de acuerdo con los requisitos establecidos,
en caso contrario, se dice que presenta un “fallo”, lo que puede deberse a la interrupcién total o parcial
de su funcionamiento. La capacidad del sistema para mantenerse operativo a lo largo del tiempo, a pesar

del desgaste natural o posibles fallos repentinos, se conoce como fiabilidad.

En este trabajo, el término fiabilidad serd tratado desde una perspectiva cuantitativa, definiéndolo
de manera precisa en el capitulo 4. Bajo esta descripcidn, la fiabilidad estara determinada tanto por las
caracteristicas intrinsecas de los componentes del sistema como por la forma en que estos interacttan

para mantener la operatividad global.

El estudio aborda cémo la disminucién en la operatividad y fiabilidad de un sistema, debido a fallos,
puede mitigarse mediante una estrategia de reparacién dptima. Para ello, se modela la situacién como
un problema de decision de Markov en el que un agente se encarga de gestionar las reparaciones de los

componentes defectuosos, considerando los costos asociados a cada operacién. El objetivo es determinar



politicas que indiquen cuidndo y qué componentes reparar, logrando asi equilibrar los costos de reparacién

con la mejora en el tiempo de operatividad del sistema.

Para abordar el problema, en el capitulo 2 se explorardn los fundamentos clave de la teoria de
Procesos de Decision de Markov, un marco matemdtico enfocado en modelar la toma de decisiones
en ambientes con incertidumbre. Este capitulo no solo introducird las bases tedricas del modelo, sino
que también definird los métodos esenciales que permitirdan formular y resolver el problema de manera

eficiente, estableciendo las bases para una solucién robusta.

El capitulo 3 se centrard en el diseno y presentacion del algoritmo de " Iteracion De Valor" para la
obtencién de politicas dptimas. Se presentaran los aspectos importantes inherentes a este algoritmo y

se analizaran los resultados obtenidos con un ejemplo propuesto.

Dado que el funcionamiento de sistemas complejos esta sujeto a incertidumbre, se modelard el tiempo
de vida de sus componentes mediante variables aleatorias. En la seccidén 4 se describiran los modelos
probabilisticos empleados, considerando tanto eventos que afectan individualmente a cada componente

como aquellos que influyen de manera simultdnea a miultiples componentes.

Finalmente, se aplicara todo el material desarrollado al anélisis de un sistema clasico en el capitulo
5, realizando diversas mediciones para diferentes costos y parametros. Se llevardn a cabo comparaciones

con medidas propuestas, evaluando el desempeiio y la eficiencia de las politicas obtenidas.



Capitulo 2

Procesos de decision de Markov

En este capitulo se da una breve introduccién a los Procesos de Decision de Markov (MDP, por
sus siglas en inglés). Los MDP son utilizados como modelo matemético para la toma de decisiones
en entornos estocasticos, donde las acciones de un agente influyen en la evolucién de un sistema. El
objetivo principal de este capitulo es describir la formulacién de los MDP, identificar sus componentes

esenciales y analizar, los resultados tedricos y propiedades que sustentan el modelo.

Se definird formalmente el problema de decision de Markov, donde el objetivo es encontrar
una politica éptima que maximice (o minimice) una funcién objetivo, generalmente relacionada con la

recompensa acumulada en el tiempo.

El andlisis se enfocara exclusivamente en los modelos MDP de horizonte temporal infinito con un
factor de descuento asociado. En este contexto, se presentard la ecuacion de Bellman, estudiando sus
propiedades fundamentales. Se demostrard que, bajo ciertas condiciones, dicha ecuacién posee existencia
y unicidad de soluciones, las cuales corresponden a la solucién éptimas para el problema de decisién

planteado.

Se tomara como principal referencia el libro “Markov decision processes: discrete stochastic dynamic
programming” de M. Puterman (2014) [Putl4], en cuyos capitulos 2 y 6 se desarrolla la teoria mas
robusta sobre el tema. Estos conceptos se complementardn con los aportes fundamentales de R. Bellman,
expuestos en su articulo “The theory of dynamic programming” (1954) [Bel54] y en su libro “Dynamic

Programming” (1957) [Bel57].



2.1. Modelo de decision secuencial

Un modelo de decision secuencial, representa situaciones donde las decisiones afectan la evolucién
del sistema a lo largo del tiempo. En estos modelos, se introduce un ente de referencia denominado
decisor o agente, quien debe tomar decisiones en un entorno dinamico determinado por la estructura

del sistema, el cual estd sujeto a la incertidumbre de procesos subyacentes.

El objetivo principal de estos modelos es optimizar una funcidén objetivo especifica. Este objetivo
puede ser, por ejemplo, maximizar recompensas acumuladas a lo largo del tiempo o minimizar costos
esperados. La optimizacién de dicha funcién requiere seleccionar acciones 6ptimas, considerando no solo

sus efectos inmediatos, sino también su impacto a largo plazo en la evolucién del sistema.

El esquema general de un modelo de decisién secuencial se ilustra en la Figura 2.1. En dicha figura
describe la evolucién del sistema en un conjunto de tiempos discretos, T'= {0 =t) < t; < ... <t,} a
través de estados discretos s; observados en dichos instantes. Con respecto a la dindmica del sistema, el
agente elige una accién a; del conjunto de acciones disponibles que denotamos A, y como resultado de
esta accidn, el agente recibe una retribucién r;, que se considera como una recompensa inmediata
si esta es positiva o un costo inmediato si es negativa. Ademas, la accién tomada afecta directamente

al sistema, provocando su transicién hacia un nuevo estado s;1.

Accién 911 Accién f; Accién 91t
Si-1 Sy Sti1
ﬁ ﬁ ﬁ \ﬁ
Estado pasado Estado presente Estado futuro
Recompensa "t-1 Recompensa "t Recompensa  "t+1

Figura 2.1: Diagrama de transicién de estados

La estructura presentada anteriormente en la Figura 2.1 incorpora transiciones aleatorias entre es-
tados. Estas transiciones, transiciones son representadas mediante una distribucién de probabilidad
denotada como p(sy4+1 | St,ar) que depende del estado actual s;, de la accidn seleccionada a; y de

la dindmica inherente del sistema. Este enfoque permite capturar la evolucién incierta del sistema,



generando una secuencia de estados aleatorios que se denomina proceso de decisién de Markov.

Aunque un MDP se basa en conceptos markovianos, estrictamente no es un proceso puramente
markoviano, ya que incorpora decisiones del agente. Sin embargo, mantiene una estructura markoviana,
que establece que la probabilidad de transiciédn hacia un nuevo estado s;y1 depende tnicamente del

estado actual s; y de la accién a;, ignorando la secuencia completa de estados y acciones anteriores.

2.2. Elementos de un MDP

Para definir un proceso de decisién de Markov, es fundamental introducir varios elementos clave que

seran descritos a continuacion:

Definicién 2.1 (Epocas de decision) E/ conjunto de épocas de decision T' representa los momentos
en los cuales se toman decisiones. Este conjunto puede ser continuo o discreto, segtin la naturaleza del

problema. En este proyecto, se consideraran los casos discretos:

Horizonte

Finito Infinito

Tiempo Discreto | {0,1,..., N} Ny

En el caso discreto, la accion del agente se realiza en una época de decision determinada. Por otro lado,
en el caso continuo, la accion del agente debe ocurrir dentro del intervalo entre épocas de decision y
puede ejecutarse de tres maneras: en un instante aleatorio, en un momento que sea conveniente para el
agente, o exactamente en la época de decision (para mds detalles sobre el caso continuo, se recomienda

consultar la bibliografia sobre MDP).

Es importante remarcar que las épocas de decisidn ocurren secuencialmente, pero no necesariamente
de forma equidistante. La distribucién de estos tiempos puede ajustarse a una determinada ley de

probabilidad, dependiendo de la naturaleza del problema.

Definicion 2.2 (Espacio de estados) E/ espacio de estados, denotado por S, define todas las posi-

bles configuraciones en las que el sistema puede encontrarse. Este espacio puede ser finito, numerable,
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compacto o mds general, segtn el caso particular. Cuando el espacio es finito, la cantidad de estados

se denota por |S| o simplemente N.

Por lo tanto, para cada época de decisidn, el agente observa el estado del sistema s; € S. En dicho

estado la interaccién del agente sobre el sistema se realizan mediante una de las acciones que selecciona.

En el contexto de los MDP, el agente selecciona acciones para hacer transicionar el sistema entre
estados, lo que resulta en retribuciones inmediatas que evaltan la calidad de las decisiones. Este conjunto

de elementos define el marco sobre el cual se analizan y optimizan los procesos de decision.

Definicion 2.3 (Conjuntos de Acciones) Para cada s € S, se denota por A al conjunto de acciones
permitidas en dicho estado. Al igual que el espacio de estados, el conjunto de acciones puede ser finito,

numerable, compacto o mas general.

Al tomar una accién a; en el estado s, el sistema transita a un nuevo estado s;1. Este proceso de
transicidn estd acompafiado de una retribucién inmediata, que cuantifica el impacto directo de la accién

sobre el sistema:

Definicion 2.4 (Recompensas/Costes Inmediatos) Para cada accion a € A; tomada en la época
de decision t, se define una funcion de recompensa r(s,a) — R. En el caso de un horizonte de tiempo
finito, la recompensa en la dltima época de decision N se expresa mediante la funcién ry(s) — R,

denominada valor de rescate o valor de desecho.

En problemas de optimizacidn de ingresos, si r¢(s,a) > 0, este valor representa un ingreso, por el

contrario, si 7(s,a) < 0, este se interpreta como un costo.

Cuando las transiciones entre estados son inciertas, es fundamental describir la evolucion del sistema

mediante funciones de probabilidad:

Definicion 2.5 (Probabilidades de Transicion) Para un estado s € S, al elegir una accién a € A
en la época de decision t, el sistema evoluciona a un nuevo estado en la época t + 1 segiin una ley de

transicion descrita por la funcién de transicion de probabilidad, p:(-|s,a) — [0, 1].

11



La informacion sobre las probabilidades de transicion entre pares de estados, condicionada a una
accion, se representa mediante una funcion matricial P : A — S?, definida para cada accién a € A

como:

P(a) = (pij(a)) donde pij(a) =pi(jli,a), pij(a) >0, y > pijla)=1 paratodoi. (2.1)
J

Notar aqui que las transiciones entre estados dependen unicamente del estado s, la accién a y el
tiempo ¢ sin considerar la historia previa del proceso. Esta caracteristica justifica su denominacién como

procesos markovianos.

Observacion 2.6 Se omitird la notacion temporal en las retribuciones y transiciones de probabilidad,
dado que se asume que estos valores son estacionarios, es decir, que permanecen constantes a lo largo

del tiempo, de acuerdo con el problema que se desea modelar.

Con estos elementos basicos definidos, podemos introducir la definiciéon formal de un proceso de

decisién de Markov:
Definicién 2.7 (Proceso de Decision de Markov) E/ conjunto de elementos
{T,5, As,p(j | 1,a), (s,0)}

se denomina proceso de decision de Markov (MDP), donde:

T': Representa el horizonte temporal, que puede ser finito o infinito, indicando las etapas de

decision del proceso.

S': Es el conjunto de estados posibles del sistema.

As: Denota el conjunto de acciones disponibles en el estado s.

p(i | j,a): Es la funcién de probabilidad de transicién, que para una accion a especifica las

probabilidades de moverse de un estado i a un estado j, es decir: P(s;11 =7 | st = i,a; = a).

12



= 7(s,a): Representa la retribucién inmediata obtenida al tomar la accién a en el estado s. Es una

funcién que asigna un valor (recompensa o costo) a cada combinacién de estado y accion.

2.3. Politicas 6ptimas

Una politica es una estrategia que guia al agente en la toma de decisiones a lo largo del tiempo. La

forma que toma una politica depende del tipo de problema y de las restricciones que se impongan.

Definicion 2.8 Una politica 7 es una secuencia de funciones de decisién:

7w = (7o, 1,72, .. .),

donde cada funcién m; : S — A asigna una accion a € Ag a cada estado s € S en el tiempo t. Segiin

la forma de asignacion de acciones, las politicas pueden clasificarse en:

= Deterministas: 7;(s) = a selecciona una tnica accién a para cada estado s.

= Aleatorias: 7.(a | s) define una distribucion de probabilidad sobre las acciones para cada estado.

Una politica es estacionaria si su regla de decision no varia con el tiempo, es decir, 1o =71 = .. ..
Este tipo de politicas, denotadas por m>° son particularmente relevantes en la teoria, ya que su estructura
invariable en el tiempo permite desarrollar andlisis matematicos mas manejables. Mas adelante, veremos
cémo estas politicas pueden desempenar un papel clave en la bisqueda de soluciones éptimas en ciertos

contextos.

En este trabajo, nos enfocaremos en politicas que dependen tinicamente del estado actual, ignorando
el historial previo del proceso. Bajo esta suposicion, las definiciones presentadas son suficientes. Para

una exploracién mds profunda, se recomienda consultar [Put14] o [Der70].

Finalmente, denotaremos por 11 el conjunto de todas las politicas

Al fijar una politica 7, las probabilidades de transicidn entre estados del sistema quedan completa-

13



mente determinadas por las acciones. Estas probabilidades se representan de la siguiente forma:
P .= (pzj(a)) donde pzj(a) =P | i,a = 7w(i))7(i).

De manera andloga, el vector de recompensas asociado a la politica 7 se define para cada estado del

sistema como:

r" = (r(i)) donde r(i):=r(i,n(i)).

El objetivo principal del agente es encontrar una politica m que maximice la utilidad total a lo largo
del tiempo. Para ello, es fundamental analizar cémo dicha politica influye en la evolucién del proceso

de toma de decisiones.

2.4. Proceso estocastico inducido

La evolucién de un MDP puede describirse a través de un proceso estocastico que depende de la

politica elegida. Para cada instante de tiempo ¢, definimos las siguientes variables aleatorias clave:
X = sy, Y: = ay,

donde X} representa el estado del proceso en el tiempo ¢, y Y; denota la accién seleccionada en dicho

instante.

Inicialmente, en ¢ = 0, el sistema comienza en un estado inicial sg, definido por una distribucién

inicial sobre el conjunto de estados, 7(s). Esta distribucién es independiente de la politica escogida:

v(s) :=P(Xp = s).

En ciertos problemas, el estado inicial puede ser conocido con certeza. Esto conduce a una distribucién

14



determinista:

. X
, sl s=s"

0, sis#s*

Teniendo en cuenta el problema que se quiere abordar, se asumird que el estado inicial es determinista.

Una vez determinado el estado inicial, se selecciona una accién, guiada por la politica 7. Esto induce

una distribucién de probabilidad P™, donde la probabilidad de seleccionar una accién a es:
PT(Yy =a) =) y(s)m(as).
ses

En otras palabras, esta probabilidad depende tanto de la distribucién inicial como de la aplicacién de la

politica sobre cada estado.

Después de elegir la accidn, el sistema evoluciona a un nuevo estado, determinado por la funcién de

transicion:

P™(X1 = s1 | Xo = s0, Yo = ag) = p"(s1 | S0, a0).

Este proceso continda iterativamente, seleccionando acciones y realizando transiciones a lo largo del
horizonte temporal. Asi, una politica 7 y una distribucién inicial «v inducen un proceso estocastico sobre

las trayectorias:

(Xo0,Y0,...,Yn_1,Xn), en un horizonte finito,

(Xo0,Y0,...), en un horizonte infinito.

A cada realizacidén de este proceso se le denomina trayectoria, las cuales se representan segin la

Tabla 2.1.

Si la politica m depende (inicamente del estado actual, el proceso inducido constituye una cadena
de Markov con valores en S x A, ya que la probabilidad de una trayectoria se determina de la siguiente

forma:

15



Horizonte Finito Horizonte Infinito
Espacio {Sx AYV-1x 8 {S x A}>®
Trayectorias w | (so,ao,s1,a1,...,an-1,SN) | (So,a0,S1,a1,...)

Cuadro 2.1: Notacién para trayectorias en horizontes finitos e infinitos.

N-1
P7(s0, a0, -, an—1,sn) = ¥(s0) [ [ p(sis1 | si,ai)w(ai | s0),

7=

N

P™(s0, a0, - - -, sn,an) = y(s0)m(ao | s0) [ [ p(si | si-1,ai-1)m(aq | s0).
i=1

Un razonamiento similar se aplica para horizontes infinitos. Ademas, si 7 es determinista, es decir,
m(s) = a para cada estado s, el proceso inducido deja de depender explicitamente de las acciones y se

convierte en una cadena de Markov sobre el espacio de estados S.

N-1
P™(s0, 81,--.,8Nn) = (s0) H p(sit1 | sim(si)).
i=0

En este caso, la notacidn y las expresiones se simplifican considerablemente al no requerir la explicacién

de las acciones en la trayectoria.

2.5. Procesos de recompensa y criterio de optimizacion

El proceso de trayectorias induce un proceso de recompensas. La notacién correspondiente es la

siguiente:

= Horizonte Finito: El espacio de recompensas se representa mediante RY, y el proceso se denota

por

(r0(Xo0,Y0),...,rn(XN)).
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= Horizonte Infinito: El espacio de recompensas es R, y el proceso se expresa como

(ro(Xo, Yo),m1(X1,Y1),...).

Para simplificar la notacién, denotaremos la recompensa en la época R, como
R, =1r(Xp, Yn),

donde 7 es la recompensa obtenida al estar en el estado X,, y tomar la accién Y,,. Denotaremos R al

vector (o sucesién) que representa la realizacién del proceso.

Como se ha mencionado, el objetivo es determinar la mejor politica a lo largo del tiempo. Para
ello, es necesario establecer un criterio de comparacion. Se considerard el concepto de dominacién

estocastica como base para esta comparacidn:

Definicion 2.9 (Dominacion Estocastica[oT10]) Sean dos variables aleatorias X1 y Xy cuyas fun-
ciones de distribucion acumulada son Iy y Fy, respectivamente. Se dice que 1 domina estocdsticamente

a Iy si, para todo x € R:

Fi(z) < Fy(z), lo que equivale a P(X; > z) > P(Xy > x).

La dominacién estocdstica implica que, bajo F}, los valores mas altos tienen mayor probabilidad
acumulada que bajo F5. Si ambas funciones son estrictamente crecientes,entonces para todo xz € R, las

funciones cuantil F;' y Fi;'' cumplen:

z < F{ Y (Fy()).

Si se define X1 = F; Y(U) y Xy = F; *(U), donde U ~ U|0, 1], entonces X; < x, y Xy <X, Al
estar definidas en el mismo espacio de probabilidad, se pueden comparar y X; > X, casi seguramente.

Este resultado refuerza que F} "domina” a F5 al asignar mas peso a valores altos.

Teorema 2.10 Para cualquier par de politicas m y w9 que inducen distribuciones P™ y P™, respecti-
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vamente, se cumple que P™ domina estocasticamente a P™2 sj y solo si:

E™ (u(X)) > E™ (u(X))

para toda funcion de utilidad u creciente.

La funcion de utilidad captura el grado de satisfaccion o preferencia del agente frente a distintas
remuneraciones cuantificables. Este concepto permite traducir valoraciones subjetivas de preferencias a

una representacién matemdtica objetiva.

Un aspecto asociado a la forma de u(x) es la actitud del agente frente al riesgo. No todas las
funciones de utilidad representan de igual manera la actitud del agente frente al riesgo como se ve en

los siguientes ejemplos:

= Aversion al riesgo: Se dice que un agente es adverso al riesgo cuando su funcién de utilidad u(x)
es concava. Esto implica que la utilidad marginal disminuye conforme aumenta z, lo que lleva al
agente a preferir resultados ciertos frente a aquellos inciertos, incluso si ambos tienen el mismo
valor esperado. Esto se observa en la siguiente desigualdad, que se deduce de la desigualdad de

Jensen:

u (E[X]) > E[u(X)]

refleja que la utilidad de obtener de forma segura el valor E[X] es mayor que la utilidad promedio
al enfrentar la incertidumbre en X. lo que significa que el agente valora mas obtener un pago
seguro equivalente a E[X] que enfrentar la incertidumbre de un pago aleatorio representado por

X.

= Preferencia por el riesgo: Se dice que un agente muestra preferencia por el riesgo cuando su
funcién de utilidad u(x) es convexa. Esto implica que la utilidad marginal aumenta conforme
crece x, lo que evidencia que el agente esta dispuesto a asumir incertidumbre en busca de mayores

recompensas. En términos matematicos, se expresa mediante la desigualdad:

u (EX]) <E[u(X)],
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lo que indica que la utilidad promedio obtenida de resultados inciertos supera la utilidad de recibir

de manera segura el valor E[X].

= Neutralidad al riesgo: Cuando u(z) es lineal, el agente no tiene inclinacién particular hacia
o contra el riesgo, basando sus decisiones inicamente en el valor esperado, sin considerar la

variabilidad.

Si ninguna distribucién inducida por una politica domina estocasticamente a las demds, la eleccién
de la politica éptima dependera de la forma de u(z). Por ejemplo, con una funcién u(z) = 22 que
favorece valores altos, se preferird una politica que maximice la probabilidad de grandes recompensas,
incluso con mayor incertidumbre. Con una funcién como wu(x) = +/x, se priorizard una politica que

garantice recompensas moderadas y menor variabilidad.

El estudio de la teoria de utilidad esperada es fundamental en economia y finanzas, ya que propor-
ciona las bases para analizar decisiones éptimas en contextos de incertidumbre. Textos cldsicos como
Microeconomic Analysis (Hal R. Varian, 1992) y Risk Aversion in the Small and in the Large (John W.

Pratt, 1978) ofrecen una discusién profunda sobre este tema.

Para este trabajo, se revisara la siguiente funcién de utilidad:

m Utilidad aditiva con descuentos:
u(R) = Za”Rn, (2.2)
n=0

donde a € (0,1) representa el factor de descuento, que mide la valoracién decreciente de las

recompensas a lo largo del tiempo.

El criterio de optimizacién se plantea como la determinacién de una politica éptima #«* € II tal que,

para cualquier estado s € S, se cumple:

E™ [u(R)] > ET[u(R)] V= eIl (2.3)
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2.6. Ecuacion Optimalidad

En el desarrollo subsecuente se asumiran los siguientes supuestos:

Las transiciones de probabilidad y las retribuciones son estacionarias, es decir, no varian entre

épocas de decision.

Las retribuciones estdn acotadas, es decir, |r(s,a)] < M < oo para toda accién a € Ay estado

seS.

El espacio de estados S es discreto, pudiendo ser finito o contable.

Las retribuciones serdn descontadas por un factor a € (0,1).

Tal y como se presenté en la seccidn anterior, se prosigue con el andlisis de utilidad descontada a lo

largo del tiempo.

Definicion 2.11 (Funcién de utilidad total esperada descontada) Para una politica m, se define la

funcion v} (s) como:

o0

E Oét_lRt
t=1

va(s) = ES

s

, (2.4)

Esta funcidn representa, bajo la politica 7, el valor esperado de las retribuciones futuras, dado que
el sistema comienza en el estado s, considerando que las retribuciones estan ponderadas por el factor

de descuento «.

Dado que « € (0, 1) y que las retribuciones R; = (X, Y;) estdn acotadas, la serie

[e.e]

> a'Ry (2.5)
t=1

es geométrica y convergente. Esto justifica que v}, esté correctamente definida.

En la seccién 2.5, se explicd que la optimizacién se realiza en términos de dominacién estocastica.

Bajo este criterio, se define el valor éptimo de la funcién de utilidad total esperada descontada como
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v*(s) = sup vi(s), (2.6)

donde el supremo se toma considerando el orden inducido por la dominacién estocastica.

La expresién (2.6) es bastante general y trabajar directamente con ella no es aconsejable. Una
propiedad clave de esta formulacién se presenta en la siguiente proposicidn, basada en lo abordado en

[Put14]. Esta proposicién establece una relacién recursiva para la funcién de utilidad.

Proposicion 2.12 Para toda politica m € 11, la funcién v7(s) definida en (2.4) cumple la siguiente

relacion recursiva para cada estado s € S:

vh(s) =r(s,mi(s +a2ps|s7r1 ()07 ('), (2.7)

s'eS

donde ©' = (my, 73, ...) representa la politica a partir de la época de decision 2 en adelante.

Demostracion: Sea m = (1, . ..) una politica 7 € II. Como las retribuciones son acotadas, por teorema

de Fubini-Tonelli:

vh(s) =EI [Za (X, V)

o' 1T [r(Xe, V)]

rnqg

i
I

=E7 [r(X1,Y1)] + Y o' BT [r(Xe, V2)] -
t=2

(s,m(s —|—aZat QE“ (X, V)]

Por otro lado por propiedad de la torre para la esperanza condicional se tiene que para todo t > 2:

Ei[r(X:,Yy)] =E][E" [r(Xe,Ys) | Xo = 5']]

= Zp(s/ | s, m1(s))EL [r(Xe, Yy)].

s'eS
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Entonces remplazando el valor esperado en la funcion valor:

vals)  =r(s,m(s +O<Zat 2> p(s' | s, m($)EY [r(X:, Yy)]

s'es

Se define 7’ = (g, 73, ...). Para esta politica la siguiente expresion queda:

> TR (r(Xy, V) = of ()

t=2
Luego remplazando esta expresién en la funcién valor
va(s) =r(s,m(s)) +a Y p(s' | s,m(s))vg (s))
s'eS
O

La proposicién muestra que el valor esperado para s € S depende de la retribucién inmediata recibida

mds las recompensas futuras ponderadas por el factor de descuento «.

Sin embargo partiendo de la expresién (2.7) que evalda el valor de una politica fija se deduce que
al tomar el supremo sobre todas las acciones disponibles en cada estado, se obtiene una formulacién

equivalente que caracteriza el valor éptimo.

Definicién 2.13 (Ecuacién de Bellman) La ecuacién de Bellman para el problema de decision se

define como:

v(s) =supq r(s,a —l—aZp | s,a)v(s") ¢ . (2.8)
aceA Ses

Esta ecuacidn constituye el nicleo tedrico de la programacién dindmica. Al descomponer el problema
en decisiones locales seleccionando la mejor accidén a € A, se obtiene una ecuacién para cada estado
s € S, presentando asi un sistema de ecuaciones lineales que puede ser abordado con herramientas de

analisis funcional, como veremos a continuacidn.

Consideremos V' como el espacio de funciones de utilidad acotadas con valores en los reales. Sobre
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este espacio se define la norma

[v]| = sup |v(s)],
seSs

y la relacién de orden se establece de acuerdo con lo expuesto en la seccidén 2.5. En particular, se
demuestra que V' es un espacio de Banach con esta norma (véase este resultado en el libro de Erwin y

Kreyszig [Kre91]).

Sobre V' se define el operador L, : V — V como:

La(v)(s) = r(s,m(s)) +a Y p(s' | s,7(s))o(s)

s'es

Asi, la definicién del operador da lugar a la siguiente formulacién para la ecuacién 2.7:

De forma similar, para reformular la ecuacién 2.8, se define el operador L : V — V tal que:

L(v)(s) = sup {r(s, a) + « Z p(s' | s, a)v(s')} (2.9)

a€A s'es

La definicién del operador da lugar a la siguiente formulacién para la ecuacién (2.8):

v(s) = L(v)(s) VseS (2.10)

Un concepto clave aqui es el de punto fijo. Para ambos operadores, un punto fijo es un elemento
v €V tal que L(v)(s) = v(s) y Lr(v)(s) = v(s). En particular, para la ecuacién 2.7, si se utiliza una

politica estacionaria 7, esta cumple que m = 7/, por lo que:

oo . . 7
lo que establece que v),” es precisamente un punto fijo para el operador L. Este concepto serd

clave para la construccién de la solucién éptima.

Si bien moralmente el problema planteado en (2.8) y el planteado en (2.6) no son el mismo, el
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siguiente teorema presenta que las soluciones para ambos problemas son equivalentes.

Teorema 2.14 Suponga que existe v € V tal que:

a.- v > L(v), entonces v > v,,.

b.- v < L(v), entonces v < va.

*

c.- v = L(v), entonces v es el tnico elemento de V' con esta propiedad; ademas, v = v,.

Demostracion: Consultar [Putl4] pp. 148-149 para la demostracién. O

2.7. Solucién de la Ecuaciéon de Optimalidad

Para abordar de manera rigurosa la soluciéon de la ecuacién de Bellman, es esencial introducir
herramientas del andlisis funcional, como el concepto de contraccién y el teorema del punto fijo de

Banach.

Definicion 2.15 Sea V' un espacio de Banach. Se dice que el operador T : V' — V' es una contraccion

si existe a € [0, 1) tal que

IT(v) = T(w)]| < allo —ul|

para todo u,v € V.

Teorema 2.16 (Teorema del Punto Fijo de Banach) Sea V' un espacio de Banach y T : V. — V

una contraccion. Entonces:

(a) Existe un tnicov enV tal que T'(v) = v.

(b) Para cualquier v° € V, la secuencia v",cn definida por:

"t =T ("), (2.11)

converge a v*.
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Demostracién: Consultar [Put14] 150 o [Kre91] 300-302 para la demostracién O

Entonces para hacer uso de este teorema lo primero que hay que demostrar es que el operado L definido

en la seccién anterior es un operador contractivo.
Proposicion 2.17 Sea L el operador definido en 2.10 es un operado contractivo sobre V.

Demostracidén: Sean v y u elementos de V' y consideramos de manera arbitraria s € S fijo. En primera

instancia asumamos que Luv(s) > Lu(s).
* 7 * / /
a, € arg lgleaj({r(s, a* + « Z p(s’ | s,a)v(s)}
s'eS
Es decir:
Lo(s) = r(s,a) +a ) p(s' | s,al)v(s)
s'eS
Por otro lado
Lu(s) > r(s,al) —I—az s | s,al)u(s)
s'eS

Entonces:

|Lv(s) — Lu(s)| <r(s,a})+« Zp (8" | s,a¥)v(s") —r(s,al) — Z p(s’ | s,a)u(s")

s'es s'esS
<ay p(s']s,al) [o(s') = u(s)]
s'eS
<o« Zp s S,CLS)Sup|U( ) —u(s)]
s'eS
= aflv —ul|

De manera analoga se puede hacer para el caso en que Lu(s) > Luv(s). Con ambos casos se obtiene

que para todo s € S:

[Lu(s) = Lu(s)| < aflv — ul
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Tomando el supremo sobre S en el lado izquierdo se concluye que L es una contraccién. O

Con estas este resultado se enuncia el siguiente teorema fundamental.

Teorema 2.18 Suponga « € [0, 1), S finito contable y r(s,a) acotada, entonces existe v* que satisface

Lv* = v*. Es mds v* es el unico elemento en V que cumple con esta propiedad y que ademas v* = v,

Demostracion: Ya que V es un espacio Banach la poposicién 2.17 establece que L es una contraccién
por lo que es aplicable el teorema 2.16. Esto implica la existencia de una unica solucién que nombraremos

v* € V para Lv = v. Por ultimo por el teorema 2.14(c) establece que v* = v}, O

Observacion 2.19 E/ Teorema 2.18 es uno de los resultados mds importantes de este trabajo, ya que
garantiza la existencia y unicidad de la funcién de valor éptima v* como solucién de la ecuacion de
Bellman Lv* = v*. Este resultado es clave para justificar la convergencia del método iterativo de Value
Iteration, pues al establecer que L al ser una contraccién en el espacio de funciones V', asegura que la
sucesion generada por iteraciones sucesivas de L converge a la dnica solucion v*, validando asi el uso

del método para determinar politicas optimas.
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Capitulo 3

Algoritmos de Optimizacidn e

implementaciones

3.1. Algoritmo de lteracién de Valores

El algoritmo de iteracion de valores es un método para resolver problemas de Procesos de Decisién
de Markov (MDP).Este algoritmo tiene como objetivo calcular la funcién de valor éptimo v*(s) a cual
describe el valor maximo esperado que se puede alcanzar desde cualquier estado s al seguir una politica

Sptima.

Recordar que un MDP se define por los siguientes elementos: el conjunto de estados S, el conjunto
de acciones A, la funcién de transicidén p(s’ | s,a), la funcién de retribuciones r(s,a) y el factor de
descuento «v € [0, 1). El problema consiste en encontrar la funcién de valor v(s) que satisface la ecuacién

de Bellman, expresada como:

a€A
Sl

v(s) = max <’I“(8, a)+ o Zp(s’ | s, a)v(s/)> (3.1)

El algoritmo de iteracién de valores utiliza esta ecuacién para actualizar de manera iterativa las
estimaciones de v(s) hasta que estas converjan a la funcién de valor éptima v*(s). Una vez obtenida

v*(s), se puede derivar directamente la politica 6ptima 7*(s), definida como:
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m(s) = argmax (r s,a —I—c)zZp "Is,a)v )> . (3.2)

Las instrucciones basicas para el algoritmo de iteracién de valores es el siguiente:

Algorithm 1: Iteracién de Valores
Input: MDP (S, A, P, R, «), tolerancia ¢
Output: Secuencia de vectores de utilidad v,

1 Inicializar v(s) <— 0 para cada s € S;

2 ) + +oo;

3 n<+0;

4 while § > ¢- =2 do

5

6

Un+1(8) = vp(s) para todo s € S;
foreach s € S do

7 g4+ mix |r(s,a)+a Y p(s,a,s) - va(s)];
a€A(s) is
0 < min(d, |g — vn(s)]);
Un+1(5) = 4

10 n+n—+1;

11 return v, 41

Una vez obtenido el valor optimo el siguiente algoritmo rescata la politica optima obtenida al finalizar

la iteracidon de Valores:

Algorithm 2: Politica Optima a partir de Valores de Utilidad
Input: MDP (S, A, P, R, «), vector de valores optimos v*
Output: Politica 7

1 Inicializar la politica m como una asignacién vacia;

2 foreach estado s € S do

3 a* = arg méax {’I"(S a)+a > p(s|s,a) - v*(s)};

aE.A( sesS

4 m(s) « a*;

5 return 7

El algoritmo mencionado cuenta con una implementacién en cédigo Julia, disponible en el Apéndice

Bajo las hipdtesis a € [0,1), espacio de estados S contable y funcién de recompensas |r(s,a)|

acotada, el siguiente teorema garantiza la convergencia del método de iteracién de valores:

Teorema 3.1 Sea vy € V, € > 0 y sea v, tal que v,+1 = Lv,, entonces v, converge en norma a v},.
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Demostracion: La demostracién es una consecuencia directa del Teorema 2.18. OJ

Este resultado justifica la validez del algoritmo para la obtencién de la funcién de valor éptima.
Sin embargo, a medida que el tamafo del espacio de estados o el conjunto de acciones crece, el costo
computacional del algoritmo aumenta considerablemente. Esto se debe a la necesidad de actualizar cada
estado en cada iteracién, lo que vuelve el método poco practico para problemas de alta dimensién o

sistemas con un gran nimero de estados.

Para mitigar estas limitaciones, es comdin recurrir a implementaciones optimizadas o explorar alter-

nativas mas eficientes, pero que exeden los objetivos del presente proyecto.

3.1.1. Ejemplo de aplicacién

Consideremos un robot en un entorno cerrado de dimensiones 4x3 casillas, como se muestra en la
3.1(a) donde la celda (2,2) es una pared por donde este no puede pasar. Comenzando en el estado
inicial, el robot debe elegir una accién en cada paso de tiempo. La interaccién con el entorno finaliza

cuando el agente alcanza uno de los estados objetivo, marcados como +1 o —1.

Para modelar este problema como un proceso de decisién de Markov (MDP), definimos los siguientes

elementos:

= Estados S: El entorno 4x3 consta de 12 celdas, pero la celda (2,2) estd ocupada por un pilar y
no es accesible, por lo que el conjunto de estados se reduce a 11 posiciones alcanzables. Ademas,
existen dos estados terminales con recompensas de +1 y —1, los cuales finalizan el recorrido del

robot al ser alcanzados.

= Acciones A(s): En cada estado s, el robot tiene cuatro posibles movimientos: Norte, Sur, Este y

Oeste. Estas acciones conforman el conjunto A(s) para cada estado.

= Probabilidades de Transicion (P(s'|s,a): Las transiciones del robot pueden presentar desvios,

por lo que se definen de manera estocastica de la siguiente forma:

Avanza Con probabilidad 0.8, se mueve una casilla hacia la direccién seleccionada

Desvio El robot en lugar realizar la accién seleccionada, este avanza hacia la izquierda de la direccién

seleccionada con probabilidad 0.1 o a la derecha con probabilidad 0.1
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Pared o Pilar Si el robot intenta moverse hacia una pared del entorno o hacia la celda (2,2), que esta
bloqueada por un pilar, permanecera en el mismo estado con probabilidad 0.8, mientras que

con probabilidad 0.1 se desviara hacia la izquierda y con probabilidad 0.1 hacia la derecha.
= Recompensas (R(s,a)):

e El estado (4, 3) entrega una recompensa de valor +1 cuando el robot llega a este estado.
e El estado (4, 2) entrega una penalizacién de valor —1 cuando el robot llega a este estado.

e En las demds transiciones se asigna una recompensa nula o una leve penalizacién negativa
para incentivar al agente a alcanzar los objetivos de manera eficiente. En este ejemplo, se

utiliza una penalizacién por transicién entre celdas de valor —0.04 unidades.

= Factor de Descuento («): Este pardmetro regula la importancia de las recompensas. Con un «
cercano a 0, el agente favorece las recompensas inmediatas, ya que las futuras tienen menor peso.
En cambio, un «a cercano a 1 asigna casi la misma relevancia a recompensas las futuras que a las
inmediatas. En este ejemplo se utilizan dos valores de «, 0.9 y 0.2 para comparar su efecto en la

politica que entrega el algoritmo.

] 0.8
o 0.1
2
i START
1 ) 3 4

(a) (b

Figura 3.1: Entorno 4x3 y modelo de movimiento estocastico.

El factor de descuento en la ecuacién de Bellman puede interpretarse como un pardmetro que regula
la importancia de las recompensas futuras en las decisiones del agente. Al ajustar este factor, se puede
controlar el comportamiento del agente frente a los riesgos asociados con sus acciones. Un factor de
descuento bajo hard que el agente dé mayor prioridad a las recompensas inmediatas, evitando tomar
decisiones que impliquen altos riesgos para el futuro. En cambio, un valor alto del factor de descuento

fomenta una mayor disposicién a asumir riesgos, ya que el agente valorard mas las recompensas a largo
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plazo, lo que podria llevarlo a tomar rutas menos seguras pero con mayor potencial de beneficio en el

futuro. El siguiente ejemplo muestra como opera esta propiedad en un ejemplo especifico.

Solucién camino optimo para recorrido del robot.

Se busca determinar una ruta optima que maximice la recompensa esperada del robot al hacer
su recorrido. El algoritmo de Iteracién de Valores presentado en la seccién 3.1 retorna una politca
que entrega a cada estado/posicion del robot la direccién en la cual se maximiza la recompensa total

esperada.

El resultado obtenido para una politica calculada con un factor de descuento o« = 0.9 se presenta en
la Figura 3.2. Con este valor alto de «, el agente valora de forma similar las recompensas inmediatas y
futuras, lo que lo impulsa a dirigirse directamente al estado objetivo [4, 3], que otorga una recompensa

de +1. Es decir, la politica es directa y se enfoca a alcanzar el objetivo lo mas rapido posible.

Por otro lado, la Figura 3.3 muestra la politica éptima cuando se utiliza un factor de descuento o =
0.1. Con un « tan bajo, el agente da mayor relevancia a las recompensas inmediatas. En consecuencia,
aunque sigue intentando llegar al estado objetivo, la politica prefiere evitar transitar por el estado [4, 2],
donde se aplica una penalizaciéon de —1. Esto se debe a que al estar cerca de las penalizacién inmediata

esta pesa significativamente en comparacidén de una recompensa futura.

Esta representacién refleja como el algoritmo de iteracién de valores calcula una politica éptima
que maximiza las recompensas acumuladas para el agente, considerando el factor de descuento y la

estructura de recompensas del entorno.

Observacion 3.2 Notar que si el entorno fuera determinista (sin transiciones aleatorias entre celdas),
una secuencia especifica de acciones llevaria al agente al objetivo +1 de manera dptima. En este caso

se puede tomar la ruta dada por la secuencia de acciones: Norte, Norte, Este, Este, Este.
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Valor Politica

0.6496

—+

0.5094

0.4864
T

Fila

0.3448
1

—1.0¢

Columna

Figura 3.2: Politica éptima calculada mediante el algoritmo de Iteracién de Valores con factor de des-
cuento a = 0.9. Los valores en cada celda indican la recompensa acumulada esperada desde ese estado,

y las flechas sefialan la accién éptima para el robot.
Valor Politica

-0.0313

—

Fila

—1.0C

Columna

Figura 3.3: Politica 6ptima calculada mediante el algoritmo de Iteracién de Valores con factor de des-
cuento a = 0.1. Los valores en cada celda indican la recompensa acumulada esperada desde ese estado,

y las flechas sefialan la accién éptima para el robot.
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Capitulo 4

Modelos para tiempos de vida

En este capitulo, se presentaran el concepto de sistema coherente, su modelacién mediante funciones
estructurales, y los conceptos de relevancia e irrelevancia de componentes dentro de un sistema. Asimis-
mo, se abordara el concepto de fiabilidad y se introducirad la funcién de confiabilidad, el cual pretende
cuantificar este concepto. Posteriormente, se presentard la distribucién Marshall-Olkin y se presentaran
sus propiedades mds importantes. Por ultimo, se describen los modelos Lévy Frailty Marshall Olkins
(LFMO), un caso particular de la distribucién Marshall-Olkin, para modelar el tiempo de vida de las
componentes, cuya principal ventaja radica en su menor complejidad paramétrica en comparacién con

el modelo original.

Para modelar los tiempos de vida de las componentes, un punto de partida intuitivo es suponer que
estas se distribuyen de manera independiente e idéntica (11D) siguiendo una distribucién exponencial.
Este modelo es ampliamente utilizado debido a su simplicidad matematica y a la propiedad de “pérdida
de memoria”, que facilita su tratamiento analitico. Sin embargo, este enfoque presenta una limitacién
significativa: bajo este supuesto la probabilidad de fallos simultdneos entre componentes es nula, lo
cual puede no reflejar adecuadamente la realidad y la dindmica del sistema donde existe dependencia

implicita entre componentes.

Para superar esta restriccién y representar posibles interdependencias entre componentes, se recurre
al modelo multivariado de Marshall-Olkin [MOG67], que permite representar de forma natural eventos de

fallos conjuntos siendo mas realista.
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4.1. Conformacion de los Sistemas Coherentes

Los sistemas son estructuras construidas utilizando varias componentes. En el andlisis de fiabilidad,
un sistema estd compuesto por componentes cuya interacciéon determina su operatividad global. Este
comportamiento se modela mediante una funcién estructural, que vincula el estado de las componentes

con el estado del sistema.

Definicion 4.1 (Funcion Estructural) Un sistema (binario) con componentes (binarias) de orden n

es una funcién estructural booleana

¢ :4{0,1}" — {0,1} (4.1)

donde ¢(z1,...,x,) € {0,1} representa el estado del sistema, determinado por los estados de los

componentes x1, ...,z € {0,1}.

Ejemplo 4.2 En la Figura 4.1 se presenta un sistema de 3 componentes que se representaran bajo el
simbolismo de x1,x2 y x3 respectivamente. La estructura tiene dos secciones en paralelo la primera, con
una componente (x1) y la segunda con dos componentes conectadas en serie (x2,x3). Suponiendo la
representacion binaria de las componentes x;, se puede representar la interaccion de estar en paralelo
utilizando la funcién méx(-,-) y estar conectadas en serie mediante la funcion min(-,-). Bajo esta

representacion se deduce la siguiente funcion estructural para las condiciones del sistema:

¢(x) = méx(x1, min(xg, x3)) (4.2)

Este sistema se ilustra en la Figura 4.1.

(1)
L)
—(2)—(3)-

Figura 4.1: Sistema de 3 Componentes. Las componentes 1, 2 y 3 estdn conectadas de manera que el
fallo del sistema depende del fallo de la componente 1 y de la componente 2 o 3.

Con el fin de buscar representar sistemas “realistas”, es natural asumir algunas propiedades adicio-

nales para la funcién estructural que se introducen a continuacién:

34



Definicion 4.3 (Componente Irrelevante) Se dice que un componente i-ésimo es irrelevante para el
sistema ¢ si

(b(xlu .. 7$i—1707xi+17 cee ,.’I]n) == ¢($17 ey i1, 17$i+17 .. 7xn) (43)

para todo x1,...,%i—1,%it1,...,2n € {0,1}. En caso contrario, se dice que esta componente es rele-

vante. En particular una componente irrelevante no afecta al estado global del sistema.

Definicion 4.4 (Sistemas Semi-coherentes y Coherentes) Un sistema se llama semi-coherente de

orden n si satisface las siguientes propiedades:

(i) ¢ es creciente:

(ZS(xl,.. . ,(En) S (b(yh?yn)

para todo x1 < y1,...,Tn < Yn.
(i) ¢(0,...,0) =0y o(1,...,1)=1
Se dice que el sistema es coherente de orden n si la condicion (ii) es reemplazada por:

(ii’) ¢ es estrictamente creciente en cada variable en al menos un punto.

Por lo tanto, la idea detrds de un sistema coherente es que todos los componentes contribuyen de
manera “consistente” o “coherente” a la fiabilidad general del sistema siendo esto la propiedad minima

requerida para trabajar.

En un sistema coherente la confiabilidad se entiende como la probabilidad de que el sistema man-
tenga su funcionamiento durante un periodo determinado. La confiabilidad se determina a partir de
sus componentes y su funcién estructural. Cada componente puede encontrarse en estado operativo o
inoperativo, y el estado del sistema se define a partir de la funcién estructural ¢ descrita en (4.1). El
tiempo de vida del sistema depende tanto de la vida (til de sus componentes como de la forma en que

estos afectan la operatividad del sistema, es decir, su funcién estructural.

Definicién 4.5 (Tiempo de vida del sistema) Se denomina tiempo de vida del sistema al momento
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aleatorio en el cual es sistema deja de funcionar. Esto se representa por Tgjs.

Tas = mf{t > 0: (X (t)) = 0}.

Para cada componente i, se define se tiempo de vida como T; como.

T; = inf{t > 0: X;(t) =0}

Definicidn 4.6 Sea ¢ una funcién estructural, como la definida en (4.1). La funcién de confiabilidad
del sistema, denotada por R(t) se define como la probabilidad de que el sistema esté operativo en el
tiempo t es decir:

R(t) =P (Tsis > 1) . (4.4)

Ademds, R(t) puede expresarse en términos de la funcion estructural ¢ y los estados de las compo-

nentes como:

4.2. Distribucion Marshall-Olkin

Dado que el problema en estudio incorpora elementos de incertidumbre, resulta natural adoptar
modelos estocdsticos para su estudio. En este contexto, se trabaja en un espacio de probabilidad filtrado
(Q, F, (Ft)t>0,P), donde se definen todas las variables y procesos aleatorios relevantes para el anilisis

del sistema analizado.

Sea C un conjunto de componentes. Definimos para cada componente i el conjunto

S@):={Sc2¢:ies}.

Para cada subconjunto S € S(i), Vs representa el tiempo en el que ocurre un "shock” que deja
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inoperativas todas las componentes en S. Asi, el tiempo de vida de la componente ¢, se define como:

T, = min Vg
SeS(i)

En este caso se dice que el vector aleatorio T' = (T4,...,T,) sigue una distribucién Marshall-Olkin,
parametrizada por los valores Ag para cada S C 2¢. Bajo esta construccién, se obtiene la siguiente

proposicion.
Proposicion 4.7 Marginalmente, 'T; se distribuye como Exp (Zscs(i) )\S).
Demostracion: La funcién de distribucidon acumulada de T; es:

P(T; <t)=P( min Vg<t]=1—P(min Vs>t
( ) (sré%%)s > (s?é%)s—)

Calculando la probabilidad del minimo se obtiene:

]P’( min Vg > t) =P (Vg >t Para todo S C S(i))
SCS(i)

Como los Vg son exponenciales independientes de pardmetro Ag se tiene que:

P( min Vg >1t) H P(Vs > t) H e Ast — ot scs(y As
SCS@) ScS(t) ScS(t

Por lo tanto

P(T; <t) =1—¢ t2scsm?s

O

El modelo Marshall-Olkin es particularmente Gtil por su capacidad de modelar fallos simultaneos de

componentes, como se enuncia en el siguiente lema:

Lema 4.8 Seani y j elementos distintos de C'. La probabilidad de que T; = T es estrictamente mayor

que cero.
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Demostracion: Por definicidon

P(T; = T;) = P( min Vg = min V.
( i) (Srgg(li) s = gnfn )

Si existe un subconjunto S tal que S € S(i) N S(j) entonces este evento ocurre. Se considera en tal
caso el conjunto:

S(i,j) :={S tales que S € S(i) N S(j)}

Por lo tanto:

P( min Vo= min Vs)=P( min V;
(gmin Vs = gmin Vs) =P( min Vs)

y dado que S(7, ) es no vacié (ya que en particular se tiene el subconjunto S = {i,5}), es inmediato
que:

P( min V) >0
(s, Vo)

n

A pesar de sus ventajas, el modelo Marshall-Olkin, presenta una alta complejidad paramétrica en
sistemas de gran dimensién, ya que requiere un pardmetro Ag para cada subconjunto S C C, es decir
este modelo tiene una complejidad paramétrica exponencial en relacién con el niimero de componentes.

Esto puede resultar prohibitivo en términos almacenamiento y obtencién de datos.

Para abordar esta limitacién, se considera la sub-familia Lévy-Frailty Marshall-Olkin (LFMO), que

como se vera a continuacién, reduce la complejidad paramétrica del modelo.

4.3. Lévy-Frailty Marshall-Olkin

En esta seccién se introduce el modelo propuesto en Mai y Scherer [MS09] para la degradacién
estocastica acumulada de un sistema, caracterizada por incrementos discontinuos en instantes y mag-
nitudes aleatorias, modelados mediante procesos estocasticos. Este modelo se basa en las propiedades

de los subordinadores de Lévy, los cuales pertenecen a la clase de procesos de Lévy no decrecientes.

Los procesos de Lévy generalizan modelos estocasticos cldsicos, como el movimiento Browniano y

el proceso de Poisson. Estos permiten modelar sistemas con dindmicas complejas que incluyen tanto
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saltos esporadicos como degradacién continua del sistema.

4.3.1. Procesos de Lévy

Se presentaran los procesos de Lévy siguiendo lo presentado por Bertoin en su libro Lévy Processes
[Ber96]. Antes de introducir estos procesos, definiremos el concepto de variable aleatoria infinitamente

divisible.

Definicion 4.9 Una variable aleatoria X es infinitamente divisible si para todo n € N se puede des-
componer como:

XLX+... +X, (4.5)

d . . . . T
donde = indica equivalencia en distribucion.

Para un proceso de Lévy X;, esta propiedad implica que puede representarse como incrementos

independientes e identificativamente distribuidos en intervalos de tiempo %:

n

X = Z(Xﬁ — X (e—1)t) (4.6)
kzl n

donde Xy =0y los incrementos (X — X (x—1)¢) son variables aleatorias i.i.d.

n n

En tal caso para un proceso de Lévy, debido a 4.6 la expresién de su funcidn caracteristica estd

directamente relacionado con el tiempo ¢ y el exponente caracteristico de 1 en X;:

P (0) = —log(E[eX]) = t4h1(0). (4.7)

Esta propiedad facilita los célculos y serd utilizada en algunas partes de esta seccién. A continuacion,
se presentan dos procesos estocdsticos conocidos que sirven como base para construir un ejemplo de
proceso de Lévy.

Definicién 4.10 Un proceso con valores reales B = {By : t > 0} se denomina movimiento Browniano
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si cumple con las siguientes propiedades:

1. P(By=0)=1.
2. Las trayectorias de B son continuas P-casi seguramente.

3. B tiene incrementos independientes; es decir, By — B es independiente de B,, para todo 0 < u <

s < t.

4. Para todot > s, B — Bs ~ N(0,t — s), lo que implica que B; — By tiene la misma distribucién

que By_.

Definicion 4.11 Un proceso con valores enteros no negativos N = {N; : t > 0} se denomina proceso

de Poisson de intensidad A\ > 0 si cumple con las siguientes propiedades:

1. P(Ny = 0) = 1.

2. Las trayectorias de N son P-casi seguramente continuas por la derecha y con limites por la

izquierda.

3. N tiene incrementos independientes; es decir, N; — Ny es independiente de N, para todo 0 <

u<s<t.

4. Para todot > s, Ny — Ng ~ P(\(t —s)), lo que implica que N — Ny tiene la misma distribucion

que Ny_s.

Es claro que los procesos de Poisson y el movimiento browniano presentan tanto similitudes como
diferencias. Ambos procesos comienzan en cero casi seguramente y tienen incrementos independientes
y estacionarios. Sin embargo, mientras que las trayectorias del movimiento browniano son continuas, los
procesos de Poisson exhiben discontinuidades en forma de saltos. Ademds, los incrementos estacionarios
de ambos procesos siguen distribuciones diferentes: en el caso del Poisson, las trayectorias son crecientes
con incrementos controlados, mientras que en el movimiento browniano los incrementos estacionarios, al
seguir una distribucién normal,sus trayectorias no pueden ser monétonas y su variacién en un intervalo

de tiempo finito es no acotada.
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Sin embargo las caracteristicas compartidas de ambos procesos los ubican dentro de una familia
mds amplia de procesos estocdsticos: los procesos de Lévy. Estos procesos generalizan el movimiento

browniano al combinar variacidén continua con saltos discretos.

Definicién 4.12 Un proceso X = {X, : t > 0} se denomina proceso de Lévy si posee las siguientes
propiedades:
1. P(Xp=0)=1.

2. Las trayectorias de X son P-casi seguramente continuas por la derecha y con limites por la

izquierda.

3. X tiene incrementos independientes; es decir, X; — X, es independiente de X, para todo 0 <

u<s<t

4. Para todot > s, X; — Xs tiene la misma distribucion que X;_.

En general, los procesos de Lévy no poseen una expresion explicita para sus funciones de densidad.
Una herramienta fundamental para estudiar estos procesos es la funcién caracteristica, lo cual resulta

muy util para analizar distribuciones sin forma analitica explicita.

Dada una variable aleatoria X y su medida de probabilidad i en R, la funcién caracteristica se define

como una transformacién p mediante la expresién:

dx(0) = /Rew“u(dx) , 0 €R. (4.8)

Esta funcién permite describir diversas propiedades de la distribucién de X, incluso cuando no se

dispone de su densidad de probabilidad explicita.

Para ciertos procesos estocasticos, incluyendo los procesos de Lévy, la funcidn caracteristica puede

representarse de forma mas conveniente mediante el exponente caracteristico, definido como:

(0) = —log(dx(0)) (4.9)
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Bajo la férmula de Lévy-Khintchine [Ber96, Cap. 1, p.17], si X es un proceso de Lévy su funcién

caracteristica se puede expresar mediante su exponente caracteristico ¢() de la siguiente forma:

»(0) = iab + 30292 + /(1 — e 4 021y <1)v(dz) , a,0 €R, (4.10)
R

donde el triplete de elementos (a, o, v) son Unicos. Estos elementos cumplen que: a,0 € Ry v es

una medida en R que satisface que la condicién de inteligibilidad siguiente:

/(1 Az v(dx) < oo, v(0) = 0. (4.11)
R

Exploraremos algunos procesos de Lévy utilizando esta propiedad.

Ejemplo 4.13 (Proceso de Poisson) Consideremos un proceso de Poisson Ny con parametro A > 0.

El exponente caracteristico de N, es:

$i(0) = tA(1 — ) (4.12)

Si lo comparamos con la formula de Lévy-Khintchine:

¥(0) = iba + 10292 + / (1— e 4 10zl ) v(dr) (4.13)
02=0 !

donde 61 es la distribucion delta de Dirac con peso en 1.

Ejemplo 4.14 Consideremos un movimiento browniano B,. Su exponente caracteristico es:

w0) = - (4.14)

Luego en la comparativa con la formula de Lévy-Khintchine:

1 .
Y(0) = ifa + =026 + / (1— e 4 0zl |, ) v(dr) (4.15)
Lt L
o2=1
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En este contexto, surge una clase especial de procesos de Lévy que es fundamental en la definicién de

una distribuciéon LFMO: los subordinadores de Lévy, caracterizados por tener trayectorias no decrecientes.

Definicién 4.15 Sea un proceso estocdstico A = {A; : t > 0}. Se dice que A; es un subordinador de

Lévy si cumple las siguientes propiedades:
1. Es un proceso de Lévy

2. Sus trayectorias son no decrecientes, es decir Ay > Ag para todot > s > 0.

Un ejemplo clasico de subordinador es el proceso de Poisson compuesto, donde los saltos estan

determinados por una distribucién especifica:

Ejemplo 4.16 Sea {N,:t > 0} un proceso de Poisson con tasa A > 0, y sea {.J;}32, una secuencia de

variables aleatorias independientes entre si y de N, idénticamente distribuidas con valores en R™. Se

define el proceso Ay como:
Ny
A=) 0 ,t>0
i=1

En términos simples, A; es una suma aleatoria de variables aleatorias, que como veremos a conti-
nuacion corresponde a un subordinador de Lévy. Primero, dado que las variables aleatorias J; son no

negativas por construccion, es inmediato que el proceso A; es creciente.
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Para A:, su funcién caracteristica se calcula como sigue:

or(0) =

Y (Z (¢J1(9)/\t)n> MG (M M, (0)-1)

donde se ha utilizado: la definicién de A; en las dos primeras igualdades, la propiedad de la torre para
esperanzas condicionales en la tercera, la independencia de las variables J; en la cuarta, y la distribucion

de Ny como proceso de Poisson en las siguientes.

Ahora sean ty > t3 > to > t1 > 0. Se busca calcular la funcién caracteristica conjunta de los

incrementos:

Bty gt (O, 82) = E (1A 028 =00)
ty tg,/\ g tq ’

(
—E ( o101 (A, —Aey) ewg(AtQ_Atl)>
(E <ei(91<At4—Ats>ei92(At2 —Ah)) N, =ni ,i={1,2,3, 4})
=E (65, (0:1)™ 7" (¢, (62)) 7™ | Nyy =i ,i={1,2,3,4})
=E (¢, (61)) V4™ Ni5 (¢, (6)) N2~ Ner)
E(

(6., (0:1))™14 N5 ) E (7, (82)) 2~ N1)

— Mta=t3)(d, (61)—1) JA(t2—t1) (¢, (62)—1) 7

donde se ha usado la independencia de los incrementos de N, para factorizar la esperanza conjunta y la

propiedad de estacionalidad de los incrementos para calcular las expectativas de cada término.

El cdlculo realizado para los tiempos especificos ty > t3 > to > t1 > 0 se puede generalizar para
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cualquier conjunto de tiempos ordenados, gracias a la independencia de los incrementos de Ny y la
propiedad de estacionalidad de los incrementos. Esto indica que para cualquier conjunto de tiempos, los
incrementos de A; serdn independientes y estacionarios, y las trayectorias seguirdn siendo crecientes.

Por lo tanto, se puede concluir que A; es un subordinador de Lévy.

4.3.2. Distribuciéon LFMO

Sea (A; :t > 0) un subordinador de Lévy. Se define la secuencia de variables aleatorias {€;}iccy,
las cuales son independiente e idénticamente distribuida (11D) y ademds independiente del proceso A;.

Cada variable ¢; sigue una distribucién exponencial de parametro 1.

Se dice que un vector aleatorio T' = (11, ..., T,) en R™ sigue una distribucién Lévy-Frailty Marshall-

Olkin (LFMO) cuando, para cada i = 1,...,n, se cumple que

T; = min{t > 0: Ay > ¢}

Cada ¢; actia como un “trigger” correspondiente a la componente ¢. La distribucién LFMO es una

version particular de la distribucién Marshall-Olkin, con pardmetros definidos por:

|S|—1

ro= 3 (D) 0 @151+ 54 ) - vt 151+, (a.16)
§=0
En esta formulacién, la tasa Ag depende tnicamente del tamafio de S, lo cual, a diferencia de la dis-
tribuciéon Marshall-Olkin, implica que cada subconjunto de igual cardinalidad puede estar asociado a
diferentes tasas de muerte. Esta formulacién se puede encontrar la con un desarrollo teérico comple-
to en [Mail0], mientras que una descripcién mas directa de la LFMO se presenta en [HM12]. Aqui,
Y(x) = —logE[exp(—zA1)] es el exponente de Laplace del subordinador, con = > 0, y S representa
un subconjunto de componentes. Dado que A; es un proceso no decreciente, se tiene la equivalencia de

eventos:
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[T, >t} = {A < &), (4.17)

Esta propiedad permite establecer la siguiente relacién con la funcién de fiabilidad:

Rz(t) = P(TZ Z t) = ]P)(At S 61‘) = FAt (Ei), (418)

donde F), es la funcién de distribuciéon acumulada del subordinador en el tiempo t¢.

De esta forma, R;(t) expresa la probabilidad de que cada componente T; contintie funcionando al

menos hasta el tiempo ¢, lo cual estd determinado por el proceso subordinador y los umbrales e.

Ejemplo 4.17 Consideremos el sistema ilustrado en la Figura 4.1. En este sistema, cada componente
i falla en el instante en que el proceso A; supera el umbral €;, obteniéndose asi el tiempo de vida T;.
La Figura 4.2 muestra un ejemplo concreto de esta realizacion, en el que se aprecia la trayectoria del
proceso A; junto a los distintos umbrales asignados a cada componente. El cruce de alguno de estos
umbrales determina el fallo de la correspondiente componente, mostrando la interaccion entre el proceso
subordinador y los tiempos de vida de cada elemento. Como se puede notar, el modelo LFMO resulta
eficiente, pues solo necesita 3 pardmetros para su simulacion, mientras que el modelo Marshall-Olkin

requeriria 2% parametros.
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£

&

™ T1=T3

Figura 4.2: Ejemplo de realizacién de la distribucién LFMO. Se aprecia que la degradacién constante del
proceso cruza el umbral €5, obteniéndose asi el tiempo de vida 15 pero el sistema sigue en funcionamiento.
De igual forma, el proceso experimenta un salto que cruza simultdneamente los umbrales €1 y €3, haciendo
que los tiempos de vida 77 y T3 sean iguales, terminando con la ejecucion del sistema.
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Capitulo 5

Estudio de Caso

En este capitulo se utilizaran los conceptos estudiados en los capitulos anteriores para abordar el
problema de determinar una politica de mantenimiento optima en sistemas cuyas componentes pueden
fallar de forma aleatoria. Se asumird que se hardn reparaciones de dichas componentes cuando sea
necesario o adecuado con el fin de abaratar los costes totales. Se trabajard en un ejemplo que ponga a
prueba la factibilidad del modelo propuesto utilizando distintos criterios de optimizacidn y se analizaran

los resultados obtenidos.

5.1. Modelacidn sistema para determinar una politica de mantenimien-

to 6ptima

Se considera el sistema Sys(3), de 3 componentes presentado en el Ejemplo 4.2, el que queda

representado por la Figura 5.1.

(1)
O
(23

Figura 5.1: Ejemplo de sistema de tres componentes.

En este ejemplo, la operatividad del sistema puede modelarse mediante la siguiente funcién estruc-
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tural:
¢(z) = méx{z1, min{xs, z3}}, (5.1)

donde = € {0,1}3. En lo que sigue, para s € {0,1}® denotaremos |s| := s1 + s2 + s3.

Para Sys(3), se modelan los tiempos de vida de los componentes utilizando la distribucién Lévy-

Frailty-Marshall-Olkins (LFMO).

El proceso de degradacién asociado a la distribucién LFMO, denotado como {A¢}+>0 serd un proceso

de Poisson compuesto con tasa A > 0 al que se anade un drift constante con factor u > 0:

Ny
Ay=pt+) Ji t>0, (5.2)

i=t
donde:

= 1 representa la tasa de degradacion constante que sufre el sistema a lo largo del tiempo.
= N; es el nimero de eventos de degradacién instantdnea que ocurren hasta el tiempo t.

= J; son variables aleatorias i.i.d., que representan la magnitud de cada evento catastréfico y la

degradacién que produce.

El exponente de Laplace asociado a A; se define como::
b(b) = —logE [e*b“} = pb+ A1 — E(e~*h). (5.3)

La eleccién de la distribucién de J; depende del fendmeno que se modela. En este caso, se opta por

una distribucién exponencial con tasa v > 0. Por lo tanto:

Ee )= b>0,
(™) v+b

49



y el exponente de Laplace queda expresado como:
v gl
Y(b)=pub—AN1— —— =pub—A\—— 5.4
(b) ( Py 5 (5.4)

En esta caracterizacién, la dindmica del sistema esta determinada por los parametros i, Ay 7.

Alternativamente, se podrian considerar otras distribuciones para J1, como las distribuciones Gamma
o Weibull, dependiendo de las caracteristicas del sistema a modelar. Para mayor informacién en este

tema consultar en [Mail0].

Observacion 5.1 Notemos que la distribucion exponencial presenta colas ligeras. Se denomina ‘cola
ligera” a aquella distribucion para la cual la probabilidad de obtener valores extremos decrece rapida-
mente, lo que implica que existe menos masa en la cola. Esto se traduce en que los eventos de magnitud

muy alta son extremadamente poco probables.

En este caso, dado que Jy se distribuye de forma exponencial, su naturaleza limita la ocurrencia de

eventos catastréficos de gran magnitud.

Por otro lado, si se requiere modelar situaciones en las que eventos de alta magnitud ocurren con
mayor frecuencia, se puede optar por distribuciones con colas pesadas (por ejemplo, algunas variantes
de las distribuciones Gamma o Weibull), en las que la probabilidad de valores extremos decae de manera

mas lenta.

5.2. Formulacién del problema de optimizacion

El objetivo del problema de optimizacién que se abordard es minimizar los costos asociados a las
reparaciones del sistema. Cada componente tiene un costo fijo por reparacidn, y si el sistema llega a

fallar, se aflade un costo adicional por la reparacién completa del sistema.

El agente debe determinar cudndo es adecuado realizar reparaciones, considerando las siguientes

restricciones:

= Si el sistema falla, debe repararse de manera obligatoria e inmediata.
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= Si el sistema estd operativo y se decide reparar, la reparacién es completa, es decir, todos los

componentes vuelven a su estado inicial.

Este sistema es un ejemplo claro de un Proceso de Decisién de Markov (MDP). En la Tabla 5.1 se

resumen los elementos que componen el problema.

Elemento

Notacion

Consideraciones

Epocas de decisién

Espacio T C N

Aunque las componentes fallan en
tiempos continuos, el MDP se modela
en tiempo discreto. Por ello, se defi-
nen las épocas de decision como los
instantes aleatorios en los que ocu-
rre algun evento (por ejemplo, el fallo
de una componente), momento en el
cual se actualiza el estado del sistema
y se toma una decisién.

Espacio de estados

Espacio S = {0,1}3

Los estados corresponden a todas las
configuraciones posibles para las 3
componentes del sistema.

Acciones

Espacio A = {R, NR} Donde
= "R": Reparar

= "NR": No reparar

Las acciones determinan si el siste-
ma se repara completamente o se deja
que el sistema siga su dinamica.

Transiciones de
probabilidad

p : S x A — [0,1]
(s',a,8) = p(s' | s,a

Las transiciones estdn determinadas
por la distribucién LFMO vy las reglas
de reparacion impuestas.

Retribuciones

r:SxA—-NR

= (' Coste por componen-
tes en mal estado.

m (C%: Coste por reparacion
total del sistema.

Solo se consideran retribuciones nega-
tivas (costos) asociados a las repara-
ciones y estados defectuosos.

Criterio de
optimizacién

Se busca 7 € II tal que:

o
v* =sup [ ET Za”_lr(Xn,Yn)

well n—1

El objetivo es encontrar una politica
que maximice el valor esperado de las
retribuciones con descuento. El factor
a € (0,1) controla la importancia re-
lativa de costos presentes y futuros.

Cuadro 5.1: Elementos del MDP. Como el problema supone que las probabilidades de transicién y las
retribuciones son estacionarias a lo largo del tiempo, se omite la notacién temporal.
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Probabilidades de Transicién: Condicional a que el sistema se encuentre en el estado sg € {0,1}3

= Si el sistema no estd operativo, la tnica accién permitida es reparar y entonces:

1 sisy=[1]3
p(s1 | s0, R) =
0 en caso contrario

donde [1]? = (1,1,1).
= Si el sistema estd operativo:

e Si la accién es no reparar, entonces, sélo hay probabilidad de transitar a estados s; con

menos componentes activas, es decir |s1] < |so| y

-1
S
p(s1|s0,R) = H[n+ 1—|sol,n+1— |51q (:;;D 7

para todo sg, s1 € S tal que s1 sea un estado de transicidn posible a partir de sg, consideramos
la matriz H, de dimensiones n X n, cuyos términos se definen de la siguiente forma:

. (n—t ANn—ij—i] . . _ .
H[l’]]_<j—i>1/)(n—i) si i<,

para i,j € {0,...,n}.
En esta expresion, A\jq ) representa la tasa a la cual, dada una cantidad I de componentes
en funcionamiento, se observa que solo d de ellas contindan operativas. Esta tasa se define

por:

I—-1
A1) = Z(—l)i (I N 1) (Wd—=T+i+1)—¢(d—1+1)).

; {
1=0
El resultado que origina la definicién de ;) se deduce de la tasa presentada en (4.16)

(véase [BL25]).

Todas estas transiciones se resumen en la Figura 5.2.
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Figura 5.2: Grafo que representa las transiciones del sistema. Cada nodo representa un estado del sistema:
los nodos en verde indican que en ese estado, el sistema estd operativo, mientras que los nodos en gris
sefialan que el sistema estd inoperativo. Las aristas representan las transiciones resultantes de la accién
tomada: las aristas rojas indican que la transicién se produce por la decisién de no reparar el sistema y
las aristas verdes indican que la transicidn es consecuencia de la accién de reparar.

Observacién 5.2 Notemos que el proceso analizado se desarrolla en tiempo continuo, y los even-
tos ocurren de manera aleatoria. Al definir los tiempos de decision como los instantes en que se
produce un evento, el factor de descuento en la formulacion de Bellman no se aplica de forma

uniforme (es decir, ot

con t variable). Formalmente, tanto la variacion temporal como el des-
cuento al largo del tiempo deberian considerarse aleatorios. Sin embargo, el tiempo de vida de las
componentes se asume que distribuyen LFMO lo que implica que los tiempos entre épocas de de-
cisién distribuyen de manera exponencial. Entonces debido a que la distribucion exponencial tiene
cola ligera, la probabilidad de observar grandes variaciones entre los tiempos de salto es pequena.
Ademads, dado que las politicas obtenidas se muestran suficientemente robustas ante pequenas
variaciones del factor de descuento, dichas fluctuaciones no deberian alterar de manera significa-

tiva la politica dptima. Esto justifica en cierta forma la aplicacion de un factor de descuento con

incrementos de tiempo constantes, como se utiliza en el presente analisis.

5.3. Simulaciones y Resultados

La formulacién del problema como un Proceso de Decisién de Markov (MDP) permite aplicar las

herramientas presentadas en el capitulo 2. En particular, se empleard el algoritmo de lteracién de
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Valor descrito en el capitulo 3 para determinar una politica éptima.

En este caso, se aborda el problema bajo el criterio de valor esperado descontado, resolviendo la

ecuacién de Bellman:

v(s) =sup [r(s,a) + « Z p(s' | s,a)v(s") (5.5)
a€A s'eS

Se efectuaron simulaciones considerando todas las combinaciones posibles de los parametros es-

pecificados en la Tabla 5.2.

Parametro Valores posibles
(1, Ay 7) (1,1,1),(100,1,1), (1,100, 1)
(Ce,C%) (-1,-1),(-1,-0.1), (-1, —-10)
o {0.01,0.02,...,0.99}

Cuadro 5.2: Parametros y valores analizados.

Se deja invariante el valor para las componentes y se varia el coste del sistema ya que el interes
es revisar como influye la razén entre el costo del sistema y el costo de la componente (C*/C¢),

en los resultados.

Los experimentos numéricos revelaron tnicamente cuatro tipos de politicas éptimas, detalladas a

continuacién y representadas graficamente en la Figura 5.3.

Esta politicas, para valores fijos de los pardmetros (i, A,7y) y (C¢, C¥), dividen el rango de « en

cuatro subintervalos, dentro de cada uno de los cuales la politica éptima se mantiene constante.

1. Tipo (a): Indiferente a fallas de componentes. En este caso, el costo de reparar el
sistema es relativamente pequeno en la funcién valor, lo que significa que, comparado con
otros términos, el impacto de una reparacién es minimo. Esto se traduce en que el agente opta
por no reparar salvo cuando la falla es inminente. La reparacién del sistema (es decir, reparar

la totalidad de las componentes) resulta, relativamente menos “atractiva”” que mantener la

operatividad de cada componente de forma individual.
2. Tipo (b): Comportamiento intermedio. Aqui la decisién de reparar depende de la gravedad
de la falla. Cuando el sistema tiene una probabilidad alta de fallar, el agente decide reparar;

en caso contrario, se abstiene. Este comportamiento refleja un balance en el que aunque el
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costo de reparar sistema en la funcién valor es pequeiio en comparacién con otros costos, su

impacto se vuelve relevante si la proxima falla compromete la operatividad del sistema.

3. Tipo (c): Comportamiento intermedio con tendencia a reparar. En este caso, el agente
repara en casi todas las situaciones, excepto cuando la falla es tan probable que no hay un
cambio significativo entre reparar ahora o cuando el sistema deje de operar. Esto indica que,
a pesar de que el costo de reparar es pequefio dentro de la funcién valor, existe un umbral
donde si la falla se acerca demasiado a la falla total del sistema, la reparacién no aporta lo

suficiente al beneficio esperado, por lo que se evita la accién de reparar.

4. Tipo (d): Reparacion inmediata ante cualquier indicio de fallo. Aqui, el costo de reparar
es tan bajo en comparacién con el impacto negativo de una falla del sistema que el agente
opta por reparar inmediatamente al detectar cualquier tipo de fallo. La estrategia es prevenir

los elevados costes o pérdidas asociados a la inoperatividad.

El anélisis también revelé que, aunque las politicas 6ptimas permanecen invariantes al modificar
las probabilidades de transicidon y los costos, los intervalos de « en los que estas politicas se
mantienen constantes varian significativamente. Se observd que las transiciones entre politicas
dependen principalmente de la relacidn entre el costo de reparacién de una componente y el costo
de reparacién del sistema y en menor medida de los pardmetros del subordinador. Las Tablas 5.3,
5.4 y 5.5 presentan estos intervalos para distintas configuraciones de los pardmetros (i, A7),

mostrando la comparacién para cada costo.
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(c) Politica con alta prevencién frente a fallas.

Figura 5.3: Representacién gréfica de politicas de reparacidn segtin el nivel de prevencién del agente
ante las fallas del sistema. Las politicas de reparacidn estan indicadas por las aristas verdes. Las flechas
rojas muestran las posibles transiciones de estados que seguird el sistema si no se toman acciones de
reparacion. Las representaciones (a), (b), (c) y (d) estdn ordenadas en orden creciente segtin el factor

de descuento.

(d) Politica comprometida con el funcionamiento.

e Intervalos de « para (i, \,y) = (1,1,1)

Intervalos de «

Costos (C°, C*%) (a) (b) (c) (d)
(1.1 (0.01,0.36) | (0.36,0.47) | (0.47,0.57) | (0.57,1)
(1,10) (0.01,0.09) | (0.09,0.14) | (0.14,0.16) | (0.16, 1)
(1,0.1) (0.01,0.55) | (0.55,0.64) | (0.64,0.78) | (0.78,1)

Cuadro 5.3: Intervalos de « para diferentes configuraciones de costos (C*¢, C?).

e Intervalos de « para (i, A,7y) = (10,1,1)

e Intervalos de a para (i, A,y) = (1,10,1)
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Intervalos de o

Costos (C°¢,C?)

(a)

(b)

(c)

(d)

(1.1) (0.01,0.36) | (0.36,0.49) | (0.49,0.56) | (0.56,1)
(1,10) (0.01,0.09) | (0.09,0.15) | (0.15,0.16) | (0.16,1)
(1,0.1) (0.01,0.57) | (0.57,0.65) | (0.65,0.76) | (0.76,1)

Cuadro 5.4: Intervalos de « para diferentes configuraciones de costos (C*¢, C?).

Intervalos de o

Costos (C°, C*%)

(a)

(b)

(c)

(d)

(1,1) (0.01,0.35) | (0.35,0.44) | (0.44,0.63) | (0.63,1)
(1,10) (0.01,0.09) | (0.09,0.12) | (0.12,0.17) | (0.17,1)
(1,0.1) (0.01,0.53) | (0.53,0.61) | (0.61,0.88) | (0.88,1)

Cuadro 5.5: Intervalos de « para diferentes configuraciones de costos (C€¢, C*).

El factor de descuento determina la relevancia de los costos futuros en relaciéon con los costos
actuales. Un factor de descuento alto asigna un peso similar a los costos futuros y presentes,
lo que favorece estrategias de mantenimiento preventivo, como en los casos (c) y (d). En este
escenario, reparar el sistema de manera anticipada es una decisién éptima, ya que las fallas futuras
se consideran tan relevantes como los costos inmediatos de reparacién. Esto es especialmente
importante en sistemas criticos, como plantas de energia o centros de datos, donde la interrupcién

del funcionamiento implica pérdidas significativas.

Por otro lado, un factor de descuento bajo implica que los costos inmediatos son mucho mas
significativos que los costos futuros. En estos casos, las politicas como (a) y (b), que postergan la
reparacion hasta que sea absolutamente necesaria, resultan mas favorables. Este enfoque podria
ser adecuado en escenarios donde las fallas del sistema no tienen un impacto severo o donde el
costo de oportunidad de invertir en mantenimiento es alto. Por ejemplo, en sistemas con equipos
de bajo costo que pueden ser facilmente reemplazados, postergar reparaciones hasta que sea

estrictamente necesario puede ser una estrategia econémicamente viable.

Es importante destacar que los intervalos de estabilidad de las politicas éptimas experimentan
cambios significativos al modificar los costos. Cuando el costo de reparacidn del sistema es consi-
derablemente mayor que el de los componentes, el intervalo asociado a una politica comprometida
con el funcionamiento del sistema se amplia, indicando que esta estrategia es mas adecuada para

una visién de funcionalidad a largo plazo.
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En contraste, cuando el costo de reparacién del sistema disminuye, las politicas con menor pre-
vencién frente a fallas ganan relevancia, especialmente en escenarios donde se prioriza el anilisis

inmediato.

En términos generales, un factor de descuento alto tiende a favorecer politicas conservadoras,
como las mostradas en los casos (c) y (d). Estas politicas prodian ser adecuadas en casos cuando
una falla del sistema resulta muy costosa en comparacién a la repacién de componentes. Por
otro lado, un factor de descuento bajo promueve politicas mds arriesgadas como son los casos
(a) y (b), llegando a ser adecuadas para situaciones donde los costos por fallas del sistema son
bajos y el costo de reparaciones no afecta significativamente en comparacién con los costos de los

componentes.

5.4. Evaluacion politicas Optimas

Para validar las politicas éptimas obtenidas, se realizé6 una simulacién del sistema siguiendo las

indicaciones de cada politica.

En el andlisis, cada caso fue simulado mdltiples veces en un horizonte temporal fijo, utilizando
un enfoque tipo Monte Carlo. Si el sistema fallaba, se procedia a repararlo, sumando el costo

correspondiente al total acumulado por simulacién.

Para cada intervalo presentado en las Tablas 5.3, 5.4 y 5.5, se tomé el punto medio como un
valor representativo de « para dicho intervalo. Con cada «, se determind su politica éptima
correspondiente.

Las medidas utilizadas para evaluar las simulaciones son presentadas en la Tabla 5.6:

Cuadro 5.6: Medidas de comparacién para el andlisis del sistema

Medida de comparacion | Descripcién
ECcycle Coste promedio hasta la primera falla del sistema
ETcycle Tiempo promedio hasta la primera falla
LTMC Coste medio a largo plazo
LTMN Cantidad esperada de fallas a largo plazo

Los resultados obtenidos se resumen en las Tablas 5.7, 5.8 y 5.9.
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ECcycle representa el coste promedio hasta la primera falla del sistema, brindando informacién
sobre la eficiencia econémica antes de que ocurra una interrupcién.ETcycle mide el tiempo pro-
medio hasta la primera falla, lo que permite evaluar la fiabilidad del sistema. LTMC, por su parte,

clo]

corresponde al coste medio en el largo plazo, definido como lim;_, ==, proporcionando una

vision del rendimiento econdmico general. Finalmente, LTMN representa la cantidad esperada de

fallas en el largo plazo, til para estimar la frecuencia de eventos criticos.
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Coste

Factor de

C°—1,C% =1 | Descuento ECcycle ETcycle LTMC LTMN

. mean)=3.375 mean)=0.86 mean)=3.92 mean)=1.161
Para"le;m P =018 ((std)):0.014 Estd):)0.021 Estd):)0.097 Es d) )0 029

’l;: 1 o = 0.415 (mean)=-5.147 | (mean)=1.731 | (mean)=2.973 | (mean)=0.578
_, e = (std)=0.105 | (std)=0.08 | (std)=0.093 (std)=0.026

T o — 0.52 (mean)=8.224 | (mean)=2.763 | (mean)=2.976 | (mean)=0.362
b= (std)=0.248 | (std)=0.149 | (std)=0.093 (std)= 0.019

o — 0785 (mean)=8.687 | (mean)=2.898 | (mean)=2.997 (mean)=0.345
o= (std)=0.273 | (std)=0.163 | (std)= 0.095 (std)= 0.019

. mean)=3.209 mean)=0.134 | (mean)=-23.953 | (mean)=7.464
ParaTe1t5° P =018 ((std)):0.004 Estd):)0.001 Estd):)0.214 Estd) )0 068

“A__ | o495 | (mean)=18559 | (mean)=153 | (mean)=12.13 | (mean)=0.654
:1 c =Y (std)=0.78 | (std)= 0.076 | (std)=0.141 (std)=0.032

T o — 0.595 (mean)=-35.772 | (mean)=2.964 | (mean)=12.06 | (mean)=0.337
b= (std)=1.747 | (std)=0.165 | (std)=0.138 (std)=0.019

o — 0.78 (mean)=36.129 | (mean)=2.994 | (mean)=12.057 | (mean)=0.334
o= (std)=1.77 | (std)=0.168 | (std)=0.14 (std)=0.019

L mean)=3.614 mean)=0.19 mean)=19.061 mean)=5.275
Para"le;m | =018 ((std)):0.007 Estd):)0.002 Estd):)0.242 Estd):)0.067

)/f:_10 o — 0.395 (mean)=3.937 | (mean)=0.213 | (mean)=18.435 | (mean)=4.681
_1 c (std)=0.011 (std)=0.003 (std)=0.245 (std)=0.066

= o — 0.535 (mean)=4.719 | (mean)=0.243 | (mean)=19.382 | (mean)=4.108
b (std)=0.024 | (std)=0.004 | (std)=0.251 (std)=0.065

o — 0.815 (mean)=5.184 | (mean)=0.255 | (mean)=20.304 | (mean)=3.916
o= (std)=0.034 | (std)=0.004 | (std)=0.261 (std)=0.065

Cuadro 5.7: Resultados de simulacidn para las diferentes politicas de mantenimiento « presentadas en
5.3 bajo costos de componente C¢ = 1 y costos de sistema C® = 1. Se presentan las medidas de valor
promedio (mean) y desviacion estdndar (std) para cada métrica ECcycle, ETcycle, LTMC y LTMN,
evaluadas para distintos valores de los pardametros p, Ay 7.
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Coste

Factor de

C°—1,C% =10 | Descuento ECcycle ETcycle LTMC LTMN
. mean)=12.375 | (mean)=0.86 mean)=14.381 | (mean)=1.162
Para"le;m: aq = 0.050 ((std)):0.014 Es d) )o 021 Es d) )0 35 Es d) )0 028
/;:1 o — 0.115 (mean)=14.147 | (mean)=1.732 | (mean)=8.171 | (mean)=0.578
_ e (std)=0.105 | (std)=0.079 | (std)=0.324 | (std)=0.026
T o — 015 (mean)=17.222 | (mean)=2.762 | (mean)=6.235 | (mean)=0.362
b= (std)=0.249 | (std)=0.151 | (std)=0.263 (std)=0.02
o — 0.58 (mean)=17.692 | (mean)=2.899 | (mean)=6.102 | (mean)=0.345
o= (std)=0.274 | (std)=0.161 | (std)=0.257 (std)=0.019
. mean)=12.209 | (mean)=0.134 | (mean)=91.143 | (mean)=7.465
ParaTeltgm aq = 0.050 ((std)):0.004 Es d) )o 001 Es d) )0 818 Es d) )0 067
'Lé\__l 0 — 0.12 (mean)=27.567 | (mean)=1.531 | (mean)=18.01 | (mean)=0.654
_ ¢ (std)=0.779 | (std)=0.075 | (std)=0.397 | (std)=0.032
= o — 0.155 (mean)=44.788 | (mean)=2.966 | (mean)=15.093 | (mean)=0.337
b= (std)=1.757 | (std)=0.165 | (std)=0.276 (std)=0.018
o — 058 (mean)=45.119 | (mean)=2.993 | (mean)=15.066 | (mean)=0.334
o= (std)=1.746 | (std)=0.166 | (std)=0.278 (std)=0.018
L mean)=12.613 | (mean)=0.189 | (mean)=66.531 | (mean)=5.274
Para"le;m: aq = 0.050 ((std)):0.007 Es d) )o 002 Es d) )0 8a1 Es d) )0 067
A’:m o — 0105 | (mean)=12.938 | (mean)=0.214 | (mean)=60.576 | (mean)=4.682
L e (std)=0.012 | (std)=0.003 | (std)=0.822 | (std)=0.065
= o145 | (mean)=I3.718 | (mean)=0.243 | (mean)=56.348 | (mean)=4.107
b= (std)=0.024 | (std)=0.004 | (std)=0.824 (std)=0.065
o — 0.585 (mean)=14.184 | (mean)=0.255 | (mean)=55.554 | (mean)=3.916
o= (std)=0.034 | (std)= 0.004 | (std)=0.832 (std)=0.065

Cuadro 5.8: Resultados de simulacidn para las diferentes politicas de mantenimiento « presentadas en
5.3 bajo costos de componente C¢ = 1 y costos de sistema C*® = 10. Se presentan las medidas de valor
promedio (mean) y desviacion estdndar (std) para cada métrica ECcycle, ETcycle, LTMC y LTMN,
evaluadas para distintos valores de los pardametros p, Ay 7.
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o 1C°‘°‘Ct,e oy | pastorde | ECeycle ETcycle LTMC LTMN
. mean)=2.475 mean)=0.86 mean)=2.875 mean)=1.162
Para"le;m: aq = 0.28 ((std)):0.014 Es d) )0 021 Estd):)0.072 Es d) )0 029
’;:1 o — 0.505 (mean)=4.247 | (mean)=1.731 | (mean)=2.578 | (mean)=1.067
, ¢ (std)=0.106 | (std)=0.079 | (std)=0.026 | (std)=0.037
7= o — 071 (mean)=7.322 | (mean)=2.761 | (mean)=2.652 | (mean)=0.362
b (std)=0.249 | (std)= 015 (std)=0.077 (std)=0.02
o — 0.89 (mean)=7.791 | (mean)= (mean)=2.686 | (mean)=0.345
o= (std)=0.273 | (std)= 0162 (std)=0.081 (std)=0.019
L mean)=2.309 | (mean)0.134 mean)=17.236 | (mean)=7.465
ParaTeltgm ¢ = 0.29 ((std)):0.004 Es d) )o 001 Estd):)0.152 Es d) )0 067
'Lé\__ 1 o — 0.61 (mean)=17.653 | (mean)=1.53 | (mean)=11.54 | (mean)=0.654
_ c= (std)=0.786 | (std)=0.076 | (std)=0.123 (std)=0.032
T o — 0705 (mean)=34.875 | (mean)= 2.964 | (mean)=11.754 | (mean)=0.337
b (std)=1.724 | (std)=0.163 (std)=0.129 (std)=0.018
o — 0.88 (mean)=35.224 | (mean)=2.993 | (mean)=11.759 | (mean)=0.334
o= (std)=1.751 | (std)=0.166 | (std)=0.129 (std)=0.018
. mean)=2.714 | (mean)=0.19 mean)=14.317 | (mean)=5.276
Para"le;““ aq =027 ((std)):0.007 Es d) )o 002 Estd):)0.183 Es d) )0 067
A“:_lo o o057 | (mean)=3037 | (mean)=0.213 | (mean)=14.228 | (mean)=4.684
. c = (std)=0.012 | (std)=0.003 | (std)=0.184 (std)=0.065
T o — 0745 | (mean)=3819 | (mean)=0.243 | (mean)=15.684 | (mean)=4.107
b (std)=0.024 | (std)=0.004 (std)=0.196 (std)=0.065
o — 094 (mean)=4.285 | (mean)=0.255 | (mean)=16.781 | (mean)=3.916
o= (std)=0.034 | (std)=0.004 | (std)=0.202 (std)=0.065

Cuadro 5.9: Resultados de simulacién para las diferentes politicas de mantenimiento « presentadas en
5.3 bajo costos de componente C¢ = 1 y costos de sistema C° = 0.1. Se presentan las medidas de
valor promedio (mean) y desviacion estdndar (std) para cada métrica ECcycle, ETcycle, LTMCy LTMN,
evaluadas para distintos valores de los pardmetros p, Ay 7.
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Los resultados presentados en las Tablas 5.7 , 5.8 y 5.9 fueron obtenidos al realizar un total de
10,000 iteraciones donde cada una de ellas fueron realizadas en un horizonte temporal de 1000

unidades de tiempo.

Los resultados obtenidos de las simulaciones muestran que las politicas tipo (c) y (d), las mas
preventivas ante fallos del sistema, tienden a mejorar el rendimiento econémico a largo plazo
(LTMC) cuando el coste del sistema es mayor que el de los componentes (C*° >> C¢). Por el
contrario, cuando el coste del sistema es menor que el de los componentes (C* << C°), las

politicas tipo (a) y (b), las menos preventivas, resultan mds econémicas a largo plazo.

En general, las politicas de tipo (c) y (d) presentan diferencias ligeras pero resultados muy similares
en la mayoria de los casos, al igual que las politicas de tipo (a) y (b).

Este comportamiento con respecto a los costes se logra visualizar en la Figura 5.4. Para la Figura se
mantuvieron constantes los valores de A, p, 7y y el costo de reparacién por componente (C¢ = 1).

Sin embargo, se varié el costo de reparacién del sistema completo (C*), tomando valores entre 0

y 25. A partir de estos, se grafico la tendencia del coste a largo plazo (LTMC).

Relacién entre Costo y LTMC

L LTMC a_d
30 LTMC @ ¢
LTMC a_b
LTMC a_a
25
20
Q
=
= 95 |
10
5 -
1 1 1 1 1 1

0 5 10 15 20 25
Costo

Figura 5.4: Sensibilidad costes para LTMC
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A simple vista, las politicas tipo (d) y (c), las mas preventivas, son las mejores opciones a medida
que aumenta el costo del sistema, siendo practicamente equivalentes, aunque ligeramente mejor
la politica que repara inmediatamente ante cualquier falla. Les siguen en rendimiento las politicas

tipo (b) y (a), en ese orden, mostrando un desempefio significativamente inferior.

Para un andlisis mas detallado, se realizé un acercamiento entre los costes comprendidos entre 0
y 2.5. En la Figura 5.5 correspondiente, se observa claramente que cuando C® << (¢, la politica
tipo (b) supera en eficiencia econédmica a las politicas tipo (c) y (d), siendo el punto de cambio

alrededor de 1.

Relacién entre Costo y LTMC

LTMC

0.0 0.5 1.0 1.5 2.0 2.5
Costo

Figura 5.5: Agregar Caption

Si bien las politicas preventivas (c) y (d) presentan mayores costes durante el primer ciclo en
comparacién con las politicas tipo (a) y (b), estas primeras extienden la vida dtil del sistema,
aunque a costa de un incremento sostenido en los costes. La eleccién entre una opcién u otra
dependera de las prioridades del agente para el sistema: maximizar la confiabilidad o minimizar

los costes iniciales.

Por otro lado, como era de esperarse, las politicas que optan por reparar con mayor frecuencia
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logran reducir la cantidad de fallas a largo plazo. Esta relacidon se mantiene invariante ante cualquier

cambio de pardmetros.

Al aumentar el pardmetro p, es mas probable que falle un componente individual que un conjunto
de ellos por un evento de salto. Esto hace que el sistema tenga mayor probabilidad de alcanzar un
estado en el que sea necesario reparar componentes individuales antes de la falla completa. Como
consecuencia, se produce un aumento considerable en los costes debido a la reparacién aislada de

componentes.

Cuando se incrementa el valor de A, es mas probable que miiltiples componentes fallen de ma-
nera simultdnea, haciendo mds probable que el sistema falle por completo sin pasar por estados
intermedios donde puedan realizarse reparaciones. Esto afecta negativamente el tiempo de vida
del sistema, generando un aumento significativo en los costes asociados a la reparacién total del

sistema.

El andlisis muestra que para este sistema de tres componentes las politicas mas preventivas logran
extender la vida atil del sistema y reducir la frecuencia de fallas, aunque presentan mayores costos
iniciales. Sin embargo, esta inversion inicial puede ser compensada por una operacién mds estable
y econémica a largo plazo. Finalmente, los cambios en los pardmetros de degradacién (u) y
frecuencia de saltos (\) reflejan que la dindmica del sistema puede alterar la conveniencia de cada
politica, siendo importante la consideracién del proceso de Lévy utilizado y sus pardmetros para

seleccionar la estrategia de reparacién mas adecuada.
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Capitulo 6

Conclusiones y trabajo futuro

El presente proyecto abordé el desarrollo de politicas dptimas de reparacién para sistemas mode-
lados mediante la distribucién Lévy-Frailty Marshall-Olkin (L.F.M.0.), utilizando el algoritmo de

Value lteration.

En este tiempo se logré implementar y ajustar el algoritmo de Value Iteration para un sistema bésico
de tres componentes, obteniendo politicas de reparacién dptimas bajo distintas configuraciones de

parametros del sistema, como costos de falla y probabilidades de transicién.

Un hallazgo relevante fue la identificaciéon de intervalos para el factor de descuento, dentro de
los cuales las politicas permanecen constantes. Estos intervalos dependen de los pardmetros del
sistema: por ejemplo, politicas conservadoras que reparan inmediatamente predominaron con in-
tervalos mas largos cuando los costos de fallas del sistema eran elevados, mientras que por otra

parte las politicas mas permisivas surgieron cuando bajaron los costes del sistema.

Esto sugiere que la amplitud de estos intervalos podria servir como un indicador para evaluar la
efectividad de las politicas de mantenimiento. Los resultados preliminares muestran que intervalos
mas largos suelen estar relacionados con estrategias de mantenimiento mds adecuadas y poten-
cialmente mas eficientes. No obstante, esta relacidén requiere un andlisis mas detallado para ser

confirmada.

Un desafio importante surgié al intentar extender el estudio a sistemas de 21 componentes, donde

la complejidad computacional se torné prohibitiva debido al tamafio del espacio de estados (22!
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estados). Esto impidié obtener politicas dptimas y realizar simulaciones en tiempos razonables.

En cuanto a las posibles extensiones, en primer lugar se plantea ampliar el anélisis a sistemas de
mayor tamanio, lo que requeriria desarrollar técnicas de reduccidn del espacio de estados o0 métodos
de aproximacién que permitan manejar la alta dimensionalidad. En segundo lugar, es necesario
validar empiricamente los resultados asociados al factor de descuento, lo que podria implicar la
comparacién con datos experimentales para calibrar este pardmetro de forma precisa segtn las
caracteristicas del sistema. Finalmente, se propone ampliar el modelo para incorporar variaciones
en la dindmica de fallas y reparaciones, por ejemplo, incluyendo reparaciones con efecto tardio,
utilizando distribuciones alternativas para modelar los tiempos de fallo o integrando escenarios

estocdsticos de mayor complejidad.

Un ejemplo de extensidén seria incorporar un retraso en las reparaciones, de modo que estas no
se realicen de inmediato, sino después de un tiempo aleatorio. Esto podria ser (til para modelar
por ejemplo sistemas de redes electricas donde las reparaciones deben hacerse en el terreno y
puede tardar un timpo aleatorio en efectuarse. Ademads, se podria considerar la variacién en la
tasa de fallas durante diferentes periodos, por ejemplo, cuando en sistemas que tienen periodos
de alta y baja intensidad de uso, esto afectaria la frecuencia en la ocurrencia de las fallas. Otra
posible extensidn seria utilizar modelos con colas pesadas, que pueden ser apropiados para sistemas
donde las fallas catastréficas ocurren mas frecuentemente. Finalmente, seria necesario ampliar el
andlisis del factor de descuento a!, que en este trabajo se consideré constante, pero tiene un
comportamiento aleatorio que afectara a las politicas de reparacién, lo que requiere un estudio

mas profundo.
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Apéndice A

Cadigos empleados

A.1. Simulacién LFMO

# Actualizacion de costos segin el estado
function update_costs(s, phi, Cc, Cs) # = (state, function, cost walue ,cost sistem)
reparation_value = count_zeros( UInt8(2°n-1) | UInt8(s)) * Cc
return phi(s) == 0 7 Cs + reparation_value : reparation_value # inoperative system
end
function initialize_repair(n)
epsilon = -log.(rand(n))
epsilon_min = minimum(epsilon)
s = UInt8(2°n-1)
epsilon_t = Set()
t, X_t, J, ¢ = [0.0], [0.0], [0.0], [0.0]
T, Tm = zeros(n), [0.0]

CT= 0.0
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return (t, X_t, T, Tm, J, C, CT, s, epsilon, epsilon_t, epsilon_min)
end
function update_state_time(t, X_t, J, mu, lambda, gamma ,THorizon)
dt = -log(rand()) / lambda
if t[end]+dt > THorizon
push! (t, t[end] + THorizon)
else
push! (t, tlend] + dt)
end
J_i = -log(rand()) / gamma

push! (J, J_i)

push! (X_t, X_t[end] + mu * dt + J_i)
return dt,J_1i

end

function simulate_system(pi*, phi, mu, lambda, gamma, Cc, Cs, n ,THorizon)
t, X_t, T, Tm, J,

C, CT, s, epsilons, epsilons_t, epsilons_min = initialize_repair(n)

dt,J_i = update_state_time(t, X_t, J, mu, lambda, gamma,THorizon)
while t[end] < THorizon
while X_t[end-1] < epsilon_min < = X_t[end]
#Todo lo que pasa en el drif

if X_tlend-1] < epsilon_min < X_t[end-1] + mu * dt

k = findfirst(I -> (I == epsilon_min), epsilon)
T[k] = tlend-1] + (epsilon_min - X_t[end-1]) / mu
s = s & “(UInt8(1) << (n-k))

push! (epsilon_t, epsilon_min)
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if phi(s) ==
push! (Tm,T[k])
CT += update_costs(s, phi, Cc, Cs)
push! (C,CT)
CT =0
for j in 1:n
if epsilon[j] < = epsilon[k]
epsilon[j] = epsilon[k] - log(rand())
Tjl] =0
end
end
s = UInt8(2°n-1)
elseif phi(s) == 1 &% pi*[bitstring(s) [end-n+1:end]] == "R"
CT += update_costs(s, phi, Cc, Cs)
for j in 1:n
if epsilon[j] < = epsilon[k]
epsilon[j] = epsilon[k] - log(rand())
T[jl =0
end
end
s = UInt8(2°n-1)
end

epsilon_min = minimum([Inf; filter(I -> !(I in epsilon_t), epsilon)])

#Todo lo que pasa en el salto

elseif X_t[end-1]+mu*dt < = epsilon_min < = X_t[end-1]+mu*dt+J_i

I=findall(m-> (X_t[end-1]+mu*dt < = m < = X_t[end-1]

+ mu*dt+J_i) ,epsilon)
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for i in I
T[i] = tlend]
s = s & “(UInt8(1) << (n-i))

push! (epsilon_t,epsilon[i])

end
if phi(s) ==
push! (Tm,T[I[1]])
CT += update_costs(s,phi,Cc, Cs)
push! (C,CT)
CT =0
for j in 1:n
if epsilon[j] < = X_t[end]
epsilon[j] = X_t[end]- log(rand())
T[3] = 0
end
end
s = UInt8(2°n-1)
elseif phi(s) == 1 && pix*[bitstring(s) [end-n+1:end]] == "R"
CT += update_costs(s, phi, Cc, Cs)
for j in 1:mn
if epsilon[j] < = X_t[end]
epsilon[j] = X_t[end] - log(rand())
T[j] =0
end
end
s = UInt8(2°n-1)
end
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epsilon_min = minimum([Inf; filter(I -> !(I in epsilon_t), epsilon)])
end
end
dt,J_i = update_state_time(t, X_t, J, mu, lambda, gamma,THorizon)
end

push! (C,CT)

Ccycle = mean(C[2:end-1]) # Costo hasta la primera falla del sistema
Tcycle = mean(diff(Tm[2:end-1])) # Tiempo hasta la primera falla del sistema
LTMC = sum(C) / THorizon # Costo medio a largo plazo

LTMN = (length(Tm)-1) / THorizon # Cantidad esperada de fallas en el largo plazo
return THorizon, CT, Ccycle, Tcycle , LTMC, LTMN

end

function analizar_resultados(resultados,text=false)

grouped_data = combine(groupby(resultados, :THorizonte),
:Ccycle => mean => :media_ECcycle,
:Ccycle => std => :desviacion_std_ECcycle,
:Tcycle=> mean => :media_ETcycle,
:Tcycle=> std => :desviacion_std_ETcycle,
:LTMC => mean => :media_LTMC,
:LTMC => std => :desviacion_std_LTMC,
:LTMN => mean => :media_LTMN,

:LTMN => std => :desviacion_std_LTMN)

# Mostrar resultados
for row in eachrow(grouped_data)

if text
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println("THorizonte: $(row.THorizonte)")
println("Media de ECcycle: $(row.media_ECcycle)")
println("Desviacién estdndar de ECcycle: $(row.desviacion_std_ECcycle)")
println("Media de ETcycle: $(row.media_ETcycle)")
println("Desviacién estdndar de ETcycle: $(row.desviacion_std_ETcycle)")
println("Media de LTMC: $(row.media_LTMC)")
println("Desviacién estdndar de LTMC: $(row.desviacion_std_LTMC)")
println("Media de LTMN: $(row.media_LTMN)")
println("Desviacién estdndar de LTMN: $(row.desviacion_std_LTMN)")
println("-""30)

else
continue

end

end

end

A.2. Iteracion De Valor

struct MDPs
STATES: :Vector{UInt8}
ACTIONS: :Vector{String}
phi: :Function
Cc::Float64
Cs::Float64
alpha: :Float64
PP::Matrix{Float64}
end
function componente_operativa(estado::UInt8, componente::Int)
celda_componente = UInt8(1) << (componente - 1)

return (estado & celda_componente) !'= 0
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end

function CONNECTIONS(A, B, a, phi)
if a=="R" & B != (2°n - 1)
return false
elseif a== "NR" && (A == B || (phi(A) == 0 && phi(B) == 0) || A & B '= B)
return false
else
return true
end
end
function acciones_permitidas(s,a,phi)
if a == "R" && s == (2°n-1)
return false
elseif phi(s) == 0 && a == "NR"
return false
else
return true
end
end
function p(PP, sO, sil, a)
n=length(PP[1:end,1])-1
if a == "NR"
prob = PP[(n + 1) - count_ones(s0), (n + 1) - count_omnes(sl)]
/ binomial (count_ones(s0), count_ones(sl))
return prob
elseif a == "R"
return 1

end
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end
function r(s, Cc, Cs, a, phi)
if a == "R"
return Cc * (n-count_ones(s)) + (1-phi(s))*Cs
elseif a=="NR"
return O
end
end
function Q_Value(mdp, s, a, U)
return r(s ,mdp.Cc ,mdp.Cs ,a , mdp.phi)
+ mdp.alpha * sum(p(mdp.PP, s, sl, a) * Ulsl+1]
for sl in mdp.STATES if CONNECTIONS(s, sl,a, mdp.phi))
end
function VALUE_ITERATIO(mdp, tol)
U0 = zeros(Float64 , 2°n)
U = copy(U0)
Un = [UO]
delta = Inf
while delta > = tol * (1 - mdp.alpha) / mdp.alpha
U = copy(Un[end])
for sO in mdp.STATES
U[s0+1] = maximum(Q_Value(mdp, sO, a, U)
for a in mdp.ACTIONS if acciones_permitidas(s0O, a, mdp.phi))
end
delta = maximum(abs(Un[end] [sO+1] - U[sO+1]) for sO in mdp.STATES)
push! (Un, U)
end
return Un
end

function pi_V(mdp, V)
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pi* = Dict( bitstring(estados[i]) [end-n+1:end] = > ""

for sO in mdp.STATES
aux = Dict(a = > Q_Value(mdp, sO, a, V)
for a in mdp.ACTIONS
if acciones_permitidas(sO, a, mdp.phi))
pi*[bitstring(s0) [end-n+1:end]] = argmax(aux)
end
return pix*

end

76

for 1 in 1:2°n)



Bibliografia

[Bel54]

[Bel57]

[Ber96]

[BL25]

[Der70]

[HM12]

[Kre91]

[Mail0]

[MO67]

[MS09]

Richard Bellman. The theory of dynamic programming. Bulletin of the American Mathe-

matical Society, 60(6):503-515, 1954. 8

Richard Bellman. Dynamic Programming. Princeton University Press, Princeton, NJ,

1957. Republished 2003: Dover, ISBN 0-486-42809-5. 8

Jean Bertoin. Lévy processes, volume 121. Cambridge university press Cambridge, 1996.

39, 42
Javiera Barrera and Guido Lagos. Trabajo en preparacién. En preparacién, 2025. 52

Cyrus Derman. Finite state Markovian decision processes. Academic Press, Inc., 1970.

13

Christian Hering and Jan-Frederik Mai. Moment-based estimation of extendible marshall-

olkin copulas. Metrika, 75(5):601-620, 2012. 45

Erwin Kreyszig. Introductory functional analysis with applications, volume 17. John

Wiley & Sons, 1991. 23, 25

Jan-Frederik Mai. Extendibility of Marshall-Olkin distributions via Lévy subordinators
and an application to portfolio credit risk. PhD thesis, Technische Universitat Miinchen,

2010. 45, 50

Albert W Marshall and Ingram Olkin. A multivariate exponential distribution. Journal of

the American Statistical Association, 62(317):30-44, 1967. 33

Jan-Frederik Mai and Matthias Scherer. Lévy-frailty copulas. Journal of Multivariate

Analysis, 100(7):1567-1585, 2009. 38

7



[0T10] Massachusetts Institute of Technology. 14.123 microeconomic theory iii. MIT OpenCour-
seWare, 2010. Instructor: Prof. Muhamet Yildiz. Retrieved from http://ocw.mit.edu.

17

[Putl4] Martin L Puterman. Markov decision processes: discrete stochastic dynamic program-

ming. John Wiley & Sons, 2014. 8, 13, 21, 24, 25

78


http://ocw.mit.edu

	Resumen
	Algunas Palabras
	Introducción
	Procesos de decisión de Markov
	Modelo de decisión secuencial
	Elementos de un MDP
	Políticas óptimas
	Proceso estocástico inducido
	Procesos de recompensa y criterio de optimización
	Ecuación Optimalidad
	Solución de la Ecuación de Optimalidad

	Algoritmos de Optimización e implementaciones
	Algoritmo de Iteración de Valores
	Ejemplo de aplicación


	Modelos para tiempos de vida
	Conformación de los Sistemas Coherentes
	Distribución Marshall-Olkin
	Lévy-Frailty Marshall-Olkin
	Procesos de Lévy
	Distribución LFMO


	Estudio de Caso
	Modelación sistema para determinar una política de mantenimiento óptima
	Formulación del problema de optimización
	Simulaciones y Resultados
	Evaluación políticas Optimas

	Conclusiones y trabajo futuro
	Códigos empleados
	Simulación LFMO
	Iteración De Valor


