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Resumen

El estudio de los vientos estelares emanados de estrellas masivas es crucial para entender la
evolucion estelar y el enriquecimiento de sus entornos. Estos vientos, impulsados por la inter-
accion entre la radiacion y el gas estelar, determinan propiedades observables clave, como la
velocidad terminal y la tasa de pérdida de masa. Este trabajo de titulo aborda la complejidad de
modelar estos vientos mediante un enfoque analitico, resolviendo numéricamente ecuaciones
no lineales que describen la dinamica del perfil de velocidad del viento y la tasa de pérdida
masa.

Se ha presentado una construccion preliminar del modelos en base a ecuaciones elementales
y cambios de variables adecuados, permitiendo una descripcion fisica detallada de los vientos
estelares. A través de un procedimiento numérico, se identificaron soluciones numéricas favo-
rables para el andlisis paramétrico, centrandose en el perfil de velocidad del viento, los valores
propios del problema fisico, y la localizacion de puntos criticos.

En este trabajo, utilizando un modelo de viscosidad, se muestra que los parametros: de ioniza-
cion ¢ y velocidad de rotacion €2 son fundamentales para las caracteristicas del viento estelar.
Se encuentra que la disminucion de €2 provoca velocidades terminales mas altas, mientras que
un aumento en ¢ suaviza el perfil de velocidad, en el sentido de una evolucion mas mondétona.
Ademas, se identifica una relacion entre la tasa de pérdida y los puntos singulares a través de
la interpretacién de valores propios: a medida que los valores propios aumentan, los puntos
singulares se alejan de la superficie estelar.

Finalmente, a partir de los resultados presentados en el trabajo de titulo, estos se pueden in-
terpretar como un estudio preliminar de analisis posteriores enfocados, tal vez, en un estudio
conjunto de los parametros k, a, v.,is, 0 y €2, ademas de considerar la sensibilidad de las so-
luciones numéricas a las variaciones en los parametros mencionados. Un analisis matematico
cualitativo podria ser util para entender mejor como estos cambios afectan el comportamiento
del modelo de los vientos estelares.
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Capitulo 1

Introduccion

El conocimiento sobre las caracteristicas del viento estelar emanado de estrellas masivas a
través de la pérdida de masa, desempena un papel fundamental en la comprension de los pro-
cesos de evolucion estelar, en el enriqguecimiento de los entornos cercanos a estas estrellas;
ademas de proveer un método de calculo de distancias.

Estos vientos se originan a través de la transferencia de cantidad de movimiento desde el
campo de radiacién hacia el gas, un proceso que se lleva a cabo mediante la dispersion de la
radiacion en las lineas espectrales. Este mecanismo de impulso es responsable de la acele-
racion del viento estelar y define muchas de sus propiedades observables, como la velocidad
terminal y la tasa de pérdida de masa.

La precision en la determinacién de parametros del viento, tales como la velocidad terminal y
la tasa de pérdida de masa, es esencial para el analisis de las propiedades de los vientos en
estrellas masivas. Desde una perspectiva tedrica, este desafio implica la resolucién de ecua-
ciones de balance de la cantidad de movimiento y de la masa que son no lineales. A estas
ecuaciones se les anaden condiciones particulares, donde la dinamica del flujo y la depen-
dencia paramétrica de los modelos estan estrechamente interrelacionadas, o que aumenta la
complejidad de su resolucién.

La teoria comunmente utilizada para explicar las caracteristicas observadas de los vientos es-
telares se basa en el modelo hidrodinamico desarrollado por Castor, Abbott y Klein en 1975
(conocido como el modelo “CAK”). Este modelo, ha sido mejorado por Friend & Abbott [14] y
Pauldrach et al. [22] en 1986, logrando un acuerdo general con las observaciones. Esta con-
cordancia con las observaciones llevé al desarrollo de un nuevo método para determinar las
distancias galacticas utilizando estrellas masivas como referencia, basado en la relacion entre
la Cantidad de Movimiento del Viento y la Luminosidad (conocida como “WML”, ver [21]). Aun-
que los vientos estelares pueden ser implementados en la determinacion de estas distancias
u otros alcances astronémicos (ver por ejemplo An Introduction to Modern Astrophysics [6]), el
enfoque de este trabajo se centra en analizar sus cualidades intrinsecas de estos vientos, tales
como la velocidad terminal y la tasa de pérdida de masa a través de un enfoque paramétrico.

Desde un punto de vista matematico, la ecuacion de movimiento estacionaria que describe el
gradiente de velocidad del viento se expresa de la forma:

a2 R, 27Vpis—1

<1 — 1)2> 2o +GM(1-T) (1 -0 <T> —2a*r — g, =0, (1.1)
donde v denota la velocidad del viento estelar, r la distancia del viento a la superficie de la
estrella, y g7, una funcién que depende de las variables r, v y v mediante la cual se describe
la contribucién la fuerza de radiacién. En este Ultimo término se encuentran las contribucio-
nes de los parametros del multiplicador de fuerza k, o y ¢, en el término g;, reflejando asi la
fuerte dependencia paramétrica. Por otro lado, el estudio de esta ecuacion presenta diversas
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dificultades, como el desarrollo de singularidades cuando la velocidad del viento es igual a la
velocidad del sonido (constante a), entre otras.

Para que una solucion de esta ecuacion tenga interpretacion fisica y describa los vientos ob-
servados, es necesario imponer diversas condiciones, de tal modo que la solucion comience
en la fotosfera estelar y atraviese el punto donde la velocidad alcanza el valor critico v. = a
(ver ecuacién (1.1)). El punto anteriormente mencionado se denomina punto critico o punto
singular, y el cumplimiento de v = v, conduce a la imposicién de una condicién, denominada
condicién de singularidad. Ademas se necesita que la velocidad del viento pueda extenderse
a través del espacio, lo cual induce una condicion de regularidad.

La interpretacion esquematica del problema se presenta en la Figura 1.1

=3= Perfil de velocidad del viento Punto

—9 Vectores propios asociados Critico
a la estabilidad

==== Curva de localizacion
de puntos criticos

Direccion del viento

R Radio estelar

R ——Fotosfera
Estelar

Figura 1.1: Esquema de las condiciones requeridas para que una solucion tenga relevancia
fisica. La solucion debe comenzar en la superficie estelar, atravesar el punto critico y luego
desarrollar su velocidad terminal. La curvas negras continuas representan trayectorias de so-
luciones sin interpretacion fisica correcta.

Asi, el modelo CAK se describe a partir de la ecuacién de movimiento, la condicion de singulari-
dad, condicion de regularidad y la condicion de contorno impuesta en la fotosfera. Acompanan-
do estas condiciones, existe un valor propio asociado al problema, el cual contiene informacién
principalmente relacionada con la tasa de pérdida de masa (M).

En este trabajo, se busca analizar las cualidades tanto fisicas como numéricas de las solucio-
nes descritas por el modelo, centrandose en la influencia de los parametros de ionizacion § y
velocidad de rotacion Q a través de una herramienta computacional denominada HYDWIND.
En la literatura, generalmente se ha trabajado con valores altos de ionizacién y velocidad de
rotacion por separado; es decir, cuando un parametro posee un valor alto, el otro es bajo (ver
por ejemplo Araya et al. [5] y Rodriguez [25]). Estos parametros seran estudiados en los in-
tervalos [0.00, 0.35] y [0.95,0.99] respectivamente. Los incrementos realizados para el valor de
0 seran de 0.05, mientras que para el parametro €2, los decrecimientos se efectuaran con un
paso de 0.01.

Tomando una solucién previa como condicién inicial, se buscara calcular soluciones “lentas”
que se caracterizan por tener velocidades terminales bajas, basadas en la teoria m-CAK, que
describe el perfil de velocidad del viento cuando el parametro de fuerza lineal relacionado con
la ionizacién ¢ y la velocidad de rotacion 2 toman valores mas altos que los proporcionados
por la solucién m-CAK estandar o “rapida”.

Las soluciones provenientes del modelo utilizado para la descripcién del problema fisico, estan
asociadas a un valor propio y a un punto critico (o singular mencionado previamente). Este
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1.1. OBJETIVOS

ultimo se relaciona con la variable independiente de la ecuacion, que es de tipo espacial, donde
las soluciones que se describen estan localizadas en el plano ecuatorial de las estrellas. En
cuanto a los valores propios que guardan relacién con la tasa de pérdida de masa y los puntos
criticos; se buscara establecer una relacion entre los parametros 0 y 2, ademas de conectarlos
con cantidades fisicas como las velocidades terminales.

Este trabajo adicional a la literatura, entrega una comprensién de como estos parametros in-
fluyen en la estructura y dinamica de los vientos estelares. Primeramente se recopilara defini-
ciones y ecuaciones elementales, las cuales proporcionan informacién sobre el modelo. Luego
se presentara el tratamiento y analisis matematico empleado en la literatura, que permite la
obtencion de soluciones numéricas e informacion sobre la localizacién de los puntos criticos.
Después se presentaran los resultados obtenidos y sus respectivas conclusiones.

1.1. Obijetivos

2.1 Objetivo General

2.1.1 Analizar la dinamica y cualidades de las soluciones lentas descritas por el modelo
en base a la influencia de rotacion 2 e ionizacion é.

2.2 Objetivos Especificos

2.2.1 Calcular soluciones numéricas lentas para distintos valores de Q y 4.

2.2.2 Describir fisicamente soluciones centrado a velocidades iniciales, terminales y tasas
de pérdida de masa.

2.2.3 Relacionar la dependencia de los valores propios con los parametros del modelo 2
y 4.

2.2.4 ldentificar la evolucién de los puntos criticos en funcién de los valores propios.

1.2. Estado del Arte

En esta seccién se mencionan 3 articulos acorde a las dificultades intrinsecas de esta pro-
blematica. Los articulos que proporcionan los resultados utilizados en este trabajo se van
mencionando en funcién de la necesidad de estos.

1.2.1. Soluciones fisicas

= FX. de Araujo. "The equatorial plane of Be stars: an outflow driven by optically thin lines?”.
En: Astronomy and Astrophysics 298 (1995), pags. 179-186.

El autor presenta soluciones numéricas precisas para la ecuacion del movimiento radial en el
plano ecuatorial de estrellas de tipo B en rotacién. Ademas, introduce un parametro empirico
de la viscosidad (para este trabajo de titulo se denomina ~,;s). Se ha considerado un flujo
de salida impulsado principalmente (o Unicamente) por lineas opticamente delgadas. Esto se
hace disminuyendo el valor del parametro radiativo o en el dominio (ver Figura (1.2)).

12



1.2. ESTADO DEL ARTE

T T T
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Figura 1.2: Perfiles de velocidad (B0-B1 star), para distintos valores de « (imagen tomada de

[12]).

Esto indica que los calculos de velocidades muestran un decrecimiento en el perfil de velocidad
cuando se disminuye el parametro «, esto es independiente de otros parametros como la
rotacion, temperatura, etc. Ademas el autor menciona que ¢Es éste el principal mecanismo
presente en el plano ecuatorial de las envolturas de las estrellas Be?. Ahora no se puede dar
una respuesta definitiva a esta pregunta. Deberian desarrollarse modelos mas elaborados: la
fuerza radiativa debe calcularse de forma autocoherente en lugar de considerar « y £ como
parametros "libres”.

1.2.2. Coexistencia

= |. Araya, M. Curé, A. ud-Doula, A. Santillan and L.Cidale. "Co-existence and switching
between fast and Q-slow wind solutions in rapidly rotating massive stars”. En: MNRAS
477 (2018), pags. 755-765.

En este articulo, los autores relatan que la mayoria de los vientos impulsados por radiacién de
las estrellas masivas pueden modelizarse con la teoria m-CAK, lo que da lugar a la denomi-
nada solucion rapida. Sin embargo, las estrellas de rotacion mas rapida entre ellas, especial-
mente cuando la velocidad de rotacion es superior a 75 % de la velocidad de rotacion critica,
pueden adoptar una solucion diferente, la llamada solucién Q-slow, caracterizada por un viento
denso y lento. Usando herramientas computacionales para los casos estacionarios (este caso
referente a este trabajo de titulo) y dependientes del tiempo. Se estudia la region de transicion
de las soluciones donde la solucion rapida cambia a la solucién lenta, se estudia esta region
de transicion para varios modelos ecuatoriales de estrellas de tipo B. En un cierto rango de
valores, la solucién rapida cambia a la solucion lenta. En un cierto rango de velocidades de
rotacion, se encuentra una regién en la que la solucion rapida y la lenta pueden coexistir.
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1.2. ESTADO DEL ARTE
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Figura 1.3: Soluciones del viento en estado estacionario a varias velocidades de rotacion pa-
ra un modelo estelar B2.5 de secuencia principal. Las soluciones se obtienen con el cédigo
estacionario HYDWIND. Las curvas corresponden a los perfiles de velocidad en funcion de la
coordenada radial inversa u. Las curvas continuas y discontinuas corresponden a las solucio-
nes rapida y lenta, respectivamente (imagen tomada de [4]).

1.2.3. Analisis topoldgico

= M. Curé y D. Rial. "The influence of rotation in radiation driven winds from hot stars II.
CAK topological analysis”. En: Astronomy and Astrophysics 428 (2004), pags. 545-554.

En este articulo los autores, tras cambios de variables y la introduccién de una nueva variable
independiente sin sentido fisico, se logra sustituir la ecuacion diferencial no lineal de movi-
miento por un sistema de ecuaciones diferenciales en el que todas las derivadas estan dadas
explicitamente. Esto proviene de la ampliacion del estudio de vientos estelares incluyendo el
efecto de la rotacidn estelar y los cambios en la ionizacién del viento.

En este articulo, para el caso particular donde el viento no contempla ionizacion (6 = 0) para
el cual solo se encuentra una solucion fisica, la solucion CAK estandar, con un punto critico
tipo silla. Para el caso mas general (§ # 0), junto al punto critico (CAK estandar), se encuentra
otro punto critico tipo sumidero que no es representativo a nivel fisico (ver Figuras 1.4y 1.5).
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1.2. ESTADO DEL ARTE
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Figura 1.4: La topologia del modelo rotatorio-CAK utilizando § = 0, p en funcién de (r/R, — 1)

para 2 = 0,25. La curva Unica que comienza en la superficie estelar y continla alejandose de
la superficie es la solucion original CAK (linea continua) (imagen tomada de [11]).

3000
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1000

1072 1071 100 10t 102
r/Re-1

Figura 1.5: Las distintas curvas corresponden a distintos valores de los valores propios (usando
0 # 0). La curva de la izquierda comienza en el punto critico (silla) y se ve atrapada por el
atractor (imagen tomada de [11]).

Es preciso remarcar de la Figura 1.5, la dificultad intrinseca en la identificacion de valores
propios, ya que, se ilustra que para distintos puntos criticos no hay admisibilidad de soluciones
con interpretacion fisica.

Estos articulos, son referentes en este trabajo ya que representan las distintas adversidades
en la problematica:

= La determinacién de los parametros fisicos utilizados para encontrar soluciones.
m Las transiciones entre soluciones lentas y rapidas en funcion de los parametros.

= La ubicacion de puntos criticos.
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Capitulo 2

Nociones y modelos fisicos

En este capitulo, se abordan los elementos esenciales para la descripcion, fundamentacion
y modelizacion de vientos impulsados por estrellas masivas. Se presentaran las definiciones
elementales, como cuales son las estrellas de interés hacia la problematica. Ademas, las pro-
piedades de estas estrellas en relacion con el viento y la pérdida de masa, también cémo
construir un modelo que permita realizar una descripcion de los vientos estelares.

2.1. Definiciones elementales

Las estrellas calientes tienen temperaturas superficiales que superan aproximadamente los
7500 grados Kelvin (K). Y las estrellas masivas se consideran que tienen masas superiores a
8 masas solares M, (ver Araya [2]).

Una de las motivaciones principales en el estudio de vientos estelares, es determinar distan-
cias estelares y galacticas, a través de la relacion Momentum del Viento-Luminosidad. Esto se
emplea identificando estrellas masivas en la galaxia objetivo, donde nos centraremos en las
estrellas tipo B (dentro del anexo se encuentra una tabla para la clasificacion de estrellas).

16



2.2. VIENTOS ESTELARES

Figura 2.1: Evolucion y clasificacion de estrellas masivas segun temperatura y luminosidad
bajo el diagrama HR.

Las estrellas tipo B, cuyas principales caracteristicas son (para mas detalles ver [6]):

2.2.

Tienen temperaturas superficiales entre aproximadamente 10000 y 30000 grados Kelvin.
Son de color blanco-azulado debido a su alta temperatura.

Su espectro esta dominado por lineas de absorcién de Hidrogeno y de elementos ioni-
zados como Helio, Oxigeno, Carbono y Nitrégeno. Las lineas de Helio neutro son promi-
nentes en los espectros de las estrellas B.

Son muy luminosas, significativamente mas que el Sol. Esto se debe tanto a su alta
temperatura como a su tamano relativamente grande.

Tienen masas que oscilan entre 9 y 25 veces la masa del Sol.

Vientos estelares

Dentro del estudio de vientos estelares, se tienen 2 parametros fundamentales para caracteri-
zar a estos, la tasa de pérdida de masa M estelar y la velocidad terminal del viento v...

La tasa de pérdida de masa, es el valor que explica la cantidad de materia expulsada por la
estrella por unidad de tiempo debido a las reacciones del interior de esta. Este valor gene-
ralmente se expresa en masas solares por afno M,yr~!. Si se tiene en cuenta por ejemplo
nuestro Sol, la pérdida de masa de este es del orden 10~*Myr~!, mientras que en las estre-
llas de interés para este trabajo, las tipo B, es del orden de 10~5Myr—! (ver Fernandez [13]).
La tasa de pérdida de masa para estrellas de masa M esta definida por:
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2.3. ECUACIONES DE BALANCE

- —=d dmM
M = EM =g
Por otro lado se entiende por velocidad terminal, v, como la velocidad maxima que alcanza el
viento estelar, cuando se encuentra lejos de la superficie estelar (para mas detalles ver [19]).
A medida que el viento se aleja de la estrella, el gradiente de velocidad va disminuyendo (dado
que la fuerza de radiacion para el continuo es proporcional a »—2) hasta ser despreciable,
alcanzando el viento una velocidad constante.
Se presenta ahora, una representacion grafica de los vientos estelares en el plano ecuatorial.

2.1)

Vv

Figura 2.2: El viento es impulsado en la direccion radial r alrededor de una estrella de radio R,.
Las magnitudes de flujo como la velocidad v o la densidad p dependen del radio r, mientras
que la intensidad radiativa /=(**) es una funcién de las coordenadas (p, z) del espacio definido
por r2 = p? + 22 (imagen tomada de [19]).

2.3. Ecuaciones de balance

Para la comprension del modelo que se expondra en las proximas secciones, es necesario co-
menzar con algunas ecuaciones fundamentales, para esto tomemos la construccién realizada
por Fernandez [13].

La ecuacion para la conservacion de masa para un elemento de volumen dV se puede esta-
blecer como:

dp =
A D) = 2.2
5 TV (pv) = 0, (2.2)

donde se considera p la densidad, # es el vector velocidad, donde ambos dependen tanto como
de la poscicion como del tiempo. Dado el contexto estelar integramos esta ecuacion para una
esfera fija de radio r:

8/ pdV+/ V - (p?)dV = 0. (2.3)
ot Jv v

El primer miembro de esta ecuacion corresponde a la masa de la estrella segun la ecuacion
(2.1) para un volumen V', mas el segundo miembro hace que la ecuacién completa represente
la variacion de masa de la estrella. Por el teorema de la divergencia (mas detalle del teorema
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2.4. ANTECEDENTES DEL MODELO FiSICO

en [18]), el segundo miembro se puede transformar de una integral de volumen V' a una integral
de superficie S como sigue:

/ V- (po)dV = / (p?) - dS = 41 po, (2.4)
\% S

considerando v la componente radial de la velocidad (¢ = v# en coordenadas esféricas), te-
niendo en cuenta que se puede considerar una distribucién de masa homogénea, luego la
ecuacion para la pérdida de masa es:

M = 472 p(r)v(r) = constante. (2.5)

Se presenta la ecuacion de conservacion de momentum que contiene informacién de los pro-
cesos que impulsan el viento, considerando un campo con simetria esférica. Para el viento
estelar, actla el gradiente de presidn, la aceleracion gravitatoria, y la aceleracién por la accién
de presién del campo de radiacion.

Dv OP GM
Por = " ar P + PYrad; (2.6)

siendo G la constante de gravitacion universal, g,.q €s la aceleracion por causa del campo de
radiacion y la derivada material de v; Dv/Dt, se define como:

Dv  0Ov Ov @

Di ot Tardr (2.7)

En este trabajo se considera el caso estacionario que se puede resolver a través del programa
HYDWIND [3], entonces:

ov
— =0. 2.8
9 (2.8)
De lo anterior se puede escribir la ecuacion de movimiento dependiente del radio como sigue:
dv 1dP GM
V— = ——— — —— + . 2.9
dr P dr r2 9rad ( )
Al lado derecho de la igualdad, el primer miembro hace alusion a la aceleracion gravitatoria
con direccién hacia el centro de la estrella. Para los otros dos, estos apuntan en direcciéon
contraria, esto se debe a que la variable » aumenta hacia afuera de la estrella, la presion P del
gas crece hacia dentro. Entonces la derivada dP/dr es negativa, luego el signo es contrario a
la fuerza gravitatoria.

2.4. Antecedentes del modelo fisico

Para la presion, se considera la ecuaciéon de estado para un gas ideal:

P=d? (2.10)

L= (2.11)
wmpg

siendo « la velocidad del sonido isotérmica para un gas ideal. Se tiene que kg es la constante
de Boltzmann, my es la masa del atomo de Hidrégeno y 1. es la media del peso molecular de
las particulas de gas.

considerando como constante:

19



2.5. DESCRIPCION HIDRODINAMICA DEL VIENTO CON LA INCLUSION DE LA ROTACION

Ahora basandonos el procedimiento de Araya [2], se puede definir el término g,.q4 en la suma
de dos términos g. + gr..

La aceleracién radiativa debido a los electrones, g. (Scattering de Thompson), puede utilizarse
para definir la aceleracion radiativa total g, acompanado por un factor de multiplicacion, el
cual se denomina multiplicador de fuerza:

gL = geM (1), (2.12)

con
M(t) = kt=*(10" g /W (r))°, (2.13)

siendo nx la densidad del nimero de electrones en unidades de 10~ tem =3 [1]y
t = gevgp(dr/dv), (2.14)
donde o. es el coeficiente del Scattering de Thompson y vy, = (2kpT.ss/mu)*/? es la veloci-

dad térmica del Hidrégeno.
Ademas, se tiene que:
1 R.\?
Wiy =~ 1-./1- 2.1

con R, radio de la estrella.
Mientras que:

oL
o ——— 2.1
g 4dmrie (2.16)
donde ¢, es la velocidad de la luz y L la luminosidad de la estrella.
Se puede escribir
oL GM
- e T7 2.17
9e(r) = 5 =~ (), (2.17)
con ("L
Oel(T
= , 2.1
r 4reGM (2.18)
Entonces, la aceleracion debido a las lineas puede ser descrita como:
g = 2L e (10~ W () (2.19)
L= 4mre ' '

Los parametros k, a y § son denominados parametros de multiplicador de fuerza.

2.5. Descripcion hidrodinamica del viento con la inclusion de la
rotacion

Considerando las estrellas B, la rotacion de las estrellas no puede ser despreciable, basando-
nos en la formulacion de Rodriguez [25] se tiene que la ecuacién de movimiento es:

do _ —1dP GM v3(r)

YT a1

+ ge + 9L (2.20)

Araya y Curé [9], Pauldrach et al. [22] y Friend y Abbott [14] investigaron de forma indepen-
diente el efecto sobre la fuerza de las lineas que tendria la forma propia de la estrella (fotones
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2.6. SOLUCIONES DEL PERFIL DE VELOCIDAD DEL VIENTO

entrantes no radiales) en la cinematica del viento, conocido como factor de correccion del disco
finito, desarrollando asi la teoria m-CAK. Luego se reescribe la fuerza de las lineas como:

gL = r%fD(’l“,U,’U/)(TQUU,)Q(lo_HTLE/W(T))é. (2.21)
donde el factor de correccion del disco finito es:
N A R AN

" = L 2.22
ol = 2o [ (B 2.22)

conpu?=1- (%)2, y la constante C representa el valor propio del problema:

47 @
C =TGMEk ( - ) . (2.23)
O’e’l)thM

Retomando la ecuacion (2.20), el término centrifugo de rotacion vé/r da la aceleracion centrifu-

ga, siendo
vo(r) = Q\/ <GM(1R_F<T))> (12)7 , (2.24)

donde vy = v, R/ cuando v,;s = 1. Dado que ,;s es un parametro que cambia el momen-
tum angular, el torque proporcionado por el roce viscoso, v,;s €S un parametro que simula la
viscosidad. Asi la cinematica del disco en el ecuador de la estrella cambia segun ~,;s, de mo-
do que cuando v,;s = 1 se tiene conservacion del momentum angular, y un disco Kepleriano
se describe mediante v,;; = 1/2. Ademas se tiene que v, €s la velocidad de rotacion de la
estrella en el ecuador.

Q= ot (2.25)

Verit
es la tasa de rotacion estelar en términos de velocidad de rotacion critica, definida como la
velocidad de rotacién en la fotosfera a la que la aceleracion centrifuga (w?R. = v2,,/R.) €s
igual a la aceleracion efectiva de la gravedad:

o= (CHOZTED), 229

Por simplicidad notacional, omitiremos la dependencia de r en las ecuaciones. Entonces, sus-
tituyendo variables y reordenando términos, se obtiene el modelo hidrodinamico ecuatorial 1D
final para discos de decrecimiento (ecuacién de movimiento):

a2 R 2'7'07;971
1—— | rPw +GMA-T) [1-Q* = —2a%r —r?g;, = 0. (2.27)
U2

r

donde se recuerda que la ecuacion describe el perfil de velocidad del viento de una estrella de
masa M, radio R, temperatura efectiva 7.,y y luminosidad L.

2.6. Soluciones del perfil de velocidad del viento

En este contexto se remarcan dos tipos de soluciones, la solucién “estandar” o rapida, y las
soluciones “lentas”. La definicién de solucion rapida o lenta recae en la pregunta de ;A qué
distancia se desarrolla la velocidad terminal del viento estelar?. Dicho de otro modo, a qué dis-
tancia se encuentra el punto critico; ahora si se refiere a la solucién rapida, se dice que el perfil
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2.6. SOLUCIONES DEL PERFIL DE VELOCIDAD DEL VIENTO

de velocidad atraviesa el punto critico prontamente (ver siguiente capitulo definicién de punto
critico) para llegar mas afuera a la velocidad terminal, es decir, el punto critico se encuen-
tra cercano a la superficie estelar, estas soluciones se caracterizan ademas por velocidades
terminales altas.

Por otro lado, una solucién se dice lenta si esta se tarda en desarrollar su velocidad terminal,
lo que implica que el punto critico se encuentra lejos de la superficie estelar. No se ha definido
una regla como tal, que establezca una distancia exacta donde se tenga un punto critico lejano,
pero si se puede decir que sobre cinco radios estelares (5R,) se considera lejano. También
al contrario de las soluciones rapidas, una solucion lenta posee una velocidad terminal baja
((Uoo)lenta < (Uoo)rdpida)-

Estas definiciones hablan de ubicacién de un punto, pero existen ramas de soluciones particu-
lares, segun Araya [2]:

2.6.1. Solucion rapida

A la solucién estandar del modelo m-CAK se le denomina solucién rapida (Friend y Abbott
[14]; Pauldrach et al. [22]), ésta ha tenido éxito en describir las velocidades terminales y pérdi-
das de masa de estrellas muy masivas, normalmente estrellas de tipo O. La solucién rapida
normalmente se ajusta por medio de un perfil de velocidad tipo 3,

v(r) = voo(1 — Ry /7)P, (2.28)
con (3, para este tipo de soluciones en el intervalo [0.8,1.3].

Perfil de Velocidad

m— HYDWIND
2000 ;=" Perfil de Prueba - manual

_ 1500 A
7
2]
e
= 1000 -
>

500 -

O T 1 1 1 I
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 —-0.2 0.0
u = -R«/r

Figura 2.3: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una solucién rapida, caracteri-
zada por velocidad terminal alta y punto critico en negro cercano de la superficie estelar. Los
parametros son: T,¢y = 30000[K], R, = 29 [Rc], logg = 3.45, k = 0.17, a = 0.49, 6 = 0.09,
Q = 0.00 Y Ypis = 1.0.

2.6.2. Solucion lenta
Solucion lenta 2

Curé [8] reviso la teoria de los vientos impulsados por radiacion, considerando la rotacién es-
telar. Descubrié una nueva familia de puntos criticos, ademas de las soluciones estandar, que
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2.6. SOLUCIONES DEL PERFIL DE VELOCIDAD DEL VIENTO

aparece cuando la rotacion estelar es alta, cercana al ~ 75 % de la velocidad de rotacion criti-
ca. Estas nuevas soluciones, llamadas soluciones 2-slow, generan vientos con velocidades
terminales menores y densidades mayores, y podrian explicar la formacion de discos circu-
mestelares en estrellas con alta rotacion.

Perfil de Velocidad

— HYDWIND
400 4 Perfil de Prueba - manual

— 300 ~

-1

km s

= 200 ~

Vv

100

O 1 I I I I
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
u = -R«/r

Figura 2.4: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una soluciéon denominada -
slow, donde el punto critico en negro se encuentra alejado de la superficie estelar. Los parame-
tros de esta solucion son: T.ry = 25000 [K], R, = 10 [Rg], logg = 3.5, k = 0.32, a = 0.565,
§=0.02, 2= 0.8y 75 = 1.0.

Solucion lenta ¢

Curé et al. [10] investigaron numéricamente los vientos impulsados por radiacion en estrellas
de baja rotacién, basandose en la existencia de la solucion Q-slow para estrellas de alta ro-
tacion. Buscaron nuevas soluciones que explicaran las discrepancias entre las predicciones y
observaciones para supergigantes tipo B y A. Encontraron una nueva solucién, llamada solu-
cién ¢-slow, que aparece para ciertos parametros estelares y del viento, especialmente cuando
el parametro ¢ es ligeramente mayor que 0.25. Esta solucion, encontrada en ambientes ricos
en hidrogeno, como el gas de hidrogeno puro, ofrece bajas velocidades terminales similares a
la solucion Q-slow, pero con una menor pérdida de masa.
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Perfil de Velocidad

=— HYDWIND
== Perfil de:Prueba - manual
200 -
-—I'-_' 150
"
1S
=
100
>
50 A
O 1 1 L] 1 I
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

u = -R«/r

Figura 2.5: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una solucion denominada ¢-
slow, donde el punto critico en negro se encuentra alejado de la superficie estelar. Los parame-
tros de esta solucion son: T.¢r = 10000 [K], R, = 60 [Ro), logg = 2.0, k = 0.37, a = 0.49,
§=10.3,Q2=00Y 7, = 1.0.

Se remarca que las soluciones presentes en las Figuras 4.5 y 4.6 estan caracterizadas por
velocidades terminales bajas y punto critico lejos de la superficie estelar, al contrario de las
soluciones rapidas.
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Capitulo 3

Analisis Matematico

3.1. Aplicacion hidrodinamica de los modelos CAK

En la introduccién de este trabajo se ha mencionado que una de las dificultades de la ecuacion
(2.27) es el desarrollo de singularidades; sin embargo, existe otra complicacién: la ecuacion
no esta normalizada, es decir, la derivada de orden superior no esta despejada explicitamente.
Como resultado, los teoremas de existencia y unicidad no pueden ser aplicados directamente
(para ilustrar esta problematica, se incluye un ejemplo sencillo de un problema de Cauchy en
el anexo). Para superar estos obstaculos, podemos emplear herramientas como el teorema
de la funcién implicita. A continuacién, se presentan cambios de variables basados en Curé y
Rial [11] que permiten agrupar las ecuaciones del modelo en términos de un sistema dinamico
y facilitar una solucién.

u=—R,/r, (3.1)
w=v/a, (3.2)
w' = dw/du, (3.3)

Entonces, la ecuacién (2.27) se re-define de la siguiente forma:

2 _
F(u,w,w') = (1 B J) ww' + = + A — a2, (—u® ) — Cfpg(u)(w) " (ww),  (3.4)
u
donde A y C representan las constantes:

_ GM(l — F) _ Ugsc _ Ugrit _ a%ot (3 5)
a’R, 2a2 a? 02’ )
donde T es la relacion entre el Scattering de Thompson de los electrones y la fuerza gravita-
toria, v.s. €S la velocidad de escape que es la minima velocidad que un objeto debe alcanzar
para liberarse de la atraccion gravitacional de una estrella y v..;; s la velocidad de rotacion
critica, que es la velocidad a la que una estrella que rota alcanza un punto donde la fuerza
centrifuga en su ecuador es igual a la atraccion gravitacional.

El valor propio es:

A

c=C

(MD 10~ 1

0
? aR2 ) (QQR*)(Q_1)7 (3.6)
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3.2. PLANTEAMIENTO DE LOS MODELOS

donde a,.; se define como sigue:

VUrot Q GM(]. - F)

Aot = =\ —F (8.7)
Siguendo con la ecuacion (3.4), la funcion g(u) se define como:
u2 0
g(u) = (W) ) (3.8)

y la constante D esta dado por:

1 (1+~7 Y
p— L UFZuetVue) nu (3.9)
my (1+ Age +Yue)  p
siendo Y. la abundancia de helio en relacion con el hidrégeno, Zy. es la cantidad de electro-
nes libres proporcionados por el helio, Ay, es el nUmero de masa atomica del helio y my es

la masa del protén.

3.2. Planteamiento de los modelos

Basandonos en los cambios de variables en [11] sobre la ecuacion (2.27) en la descripcion
del problema fisico, se ha derivado la ecuacion (3.4). Esta debe admitir una solucién con in-
terpretacion fisica, la cual comienza en la superficie estelar, cruza el punto critico, y debe
seguir alejandose de la superficie. En la superficie estelar, la ecuacion diferencial debe cumplir
una condicién de contorno, a saber, la integral de profundidad éptica monocromatica (ver [20],
ecuacion (48)):

2

TPhot =/ opp(r)dr = 3 (3.10)

Una condicién de contorno numéricamente equivalente consiste en fijar la densidad de la su-
perficie estelar en un valor especifico,

p(R) = ps. (3.11)
Cuando la condicion de singularidad,

8(Z)/F(u,w,w’) =F, =0, (3.12)

es satisfecha, la localizacion (v = u.) de la variable independiente espacial corresponde a
un punto critico (o singular), es decir, se tiene que la ecuacién (3.5) se anula derivando par-
cialmente con respecto al gradiente de la velocidad, lo cual hace que se pueda desarrollar su
velocidad terminal lejos de la superficie estelar de forma constante.

Para obtener solucién fisica, se impone lo que se denomina condicion de regularidad:

d N OF OF , ;o
%F(u,ij)—%—f-afww =F,+ F,w =0, (3.13)

la cual induce que la velocidad del viento pueda extenderse hacia el infinito, con la anulacion
de la derivada parcial con respecto a la variable espacial independiente.

Para satisfacer las ecuaciones (3.4), (3.12), (3.13) y (3.10) o (3.11); el valor de C no puede ser
arbitrario, es decir, la constante C es el valor propio de este problema no lineal. Asi el modelo
m-CAK se conforma por las ecuaciones (3.4), (3.10), (3.12) y (3.13).
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3.3. TRANSFORMACION DE COORDENADAS Y SISTEMA DE ECUACIONES

Ahora bien, existen otros modelos derivados del m-CAK en base a simplificaciones en los
parametros Q y fp. Uno de estos es haciendo que el factor de correccion del disco finito sea
igual a uno, i.e. fp = 1, lo cual nos induce al modelo CAK con rotacion y viscosidad descrito
por la siguiente funcion (junto con las condiciones anteriores):

1 2 .
F(u,w,w") = <1 - w2> ww' + " + A — a2 (—u?vis™h — Cg(u)(w) ~ (ww')?, (3.14)
Notemos que la ecuacion (3.14), hace alusion a la rotacion en los vientos impulsados por
radiacion de estrellas calientes, lo cual nos lleva a estudiar un caso aun mas sencillo que en
(3.14). Tomando v,..+ = 0 lo cual implica Q2 = 0 se introduce el modelo CAK irrotacional descrito
como sigue:

1

Flu,w,w') = (1 - u}2> ww' + % + A — Cg(u)(w) " (ww')®, (3.15)

Estos 3 modelos los resumimos en el Cuadro (3.1):

Modelo Ecuacion
m-CAK (1—2z) ww' + 2 + A— a2, (—u?==1) — Cfpg(u)(w)° (ww')* = 0
CAK (1 — #) ww' + % + A — a2 (—uPwis—1) — Cg(u)(w)=°(ww)* =0

CAK sin rotacion | (1 — -4) ww' + 2 + A — Cg(u)(w)°(ww')* =0

w

Cuadro 3.1: Resumen de las ecuaciones para la descripcion de los modelos CAK con la inclu-
sion del parametro ~,;; asociado a la viscosidad.

Nota: El Cuadro (3.1) hace énfasis a la dinamica, pero cada modelo debe ser considerado con
las condiciones de regularidad, punto critico o singular y de contorno.

3.3. Transformacion de coordenadas y sistema de ecuaciones

En esta parte se presenta una transformacion de la ecuacion (3.4) en un sistema de de
ecuaciones diferenciales acopladas, que estan normalizadas y son numéricamente integra-
bles (basandonos en [11]).

Sean )
y = -—w?, (3.16)
2
y d
p:ww/:;y, (3.17)
du
entonces la ecuacion (3.4) puede ser escrita en forma general como sigue:
1 2 . -
F(u,y,p) = <1 - 2y) p+ =+ A= apy(—u? ) = Cfpg(u)(2y) = 2p” (3.18)
Por otro lado se tiene que:
diF(u, w,w') = F, + Fyw' + Fyw” = 0. (3.19)
u

Ahora calculemos por un lado F,, utilizando el Teorema de la Funcion Implicita [15], entonces:
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3.3. TRANSFORMACION DE COORDENADAS Y SISTEMA DE ECUACIONES

_OFdy OFdp OF  OF

Fy=— — = —w, 3.20
8y8w+8p8w 8yw+8pw ( )
asi se puede escribir F,,w’ como sigue:
Fyw' = Fyuw' + Fy(w')? = pF, + F,(w')?, (3.21)
mientras que por otro lado calculamos F,,, de la siguiente forma:
OF Op
Fy =— = F,w, 3.22
Op ow’ Pt ( )
entonces F,,w" es:
Fyuw" = Fyuw”. (3.23)
La ecuacién (3.19) nos queda de la forma:
Fy +pF, + F,(w')?* + Fyuw" = F, + pF, + F, (w')* + ww") = 0. (3.24)
Notemos que:
%p = % (ww') = (w')? + ww”, (3.25)
por lo tanto, la ecuacion (3.24) se puede reescribir como sigue:
d
m+pﬂﬁ41«wf+wwq:E;+m@+ﬂﬂgzq (3.26)
lo cual nos lleva a escribir la ecuacion (3.18) en forma de diferenciales
dF (u,y,p) = (Fy, + pFy) du + F,dp = 0. (3.27)

En este punto se introduce una nueva variable independiente 7 (sin significado fisico) definida
implicitamente como sigue:

du = Fdr. (3.28)

Dado que u y 7 son variables independientes, tienen que estar relacionadas entre si. Mientras
F, # 0, se puede escribir 7 como funcién de « como:

dy dy (dr
222 ) =p. 2
du dr (du> P (3.29)

La ecuacion (3.27) es representada en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

@EUZQ, (3.30)
=
dy B
P _p_ (k4 pF) (3.32)
dr — T \Vu TP '

La ecuacion (3.30) resulta directa desde (3.28); mientras que desde la ecuacion (3.29) y uti-
lizando (3.28), se tiene que dy = pdu, entonces dy = pF,dr, luego se obtuvo la ecuacién
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(8.31). Finalmente, desde la ecuacion (3.27) se tiene que F,dp = —(F,, + pFy)du, nuevamente
usando (3.28) se obtiene que F,dp = —(F, + pFy)F,dr, simplificando F,, de ambos miembros
y despejando dp/dr se obtiene la ecuacion (3.32).

Una solucién de este sistema, también es una solucién de la ecuacion de movimiento origi-
nal, ya que, si cualquier condicion inicial (ug, yo, po) satisface F'(ug,yo,po) = 0, entonces una
solucioén de las ecuaciones (3.30)-(3.32) verifica que F(u(7),y(7),p(7)) = 0.

La ventaja de este sistema de ecuaciones (3.30)-(3.32) sobre la ecuacion diferencial de mo-
mento CAK (3.4) es que todas las derivadas estan explicitamente dadas, es decir, ya no se
tiene el problema de la no normalizacion. Es por esto que no hay necesidad de utilizar algo-
ritmos de busqueda de raices para encontrar el valor del gradiente de velocidad. Ademas, se
pueden utilizar métodos numéricos estandar (por ejemplo, Runge-Kutta [24]) para integrar este
sistema.

Si calculamos las derivadas de forma explicita en el sistema (3.30)-(3.32) se obtiene:

du 1

_— = _ — — S *5/2 a—1
g~ 1 gy ~ Cfpa(w)2y)"ap (3.33)
dy _._ P A —-6/2 .«
ar =P~ 5, ~ Clpg(u)(2y) " ep®, (3.34)
d 2 . _ 52 a
dii ~ 2 a2 (270is — Du®vis=2 1 C fp(2y) % 2p%g' (u)
2 (8.35)
a2t 0 Fpg(u)op™tt(2y) 021,
Donde se definen las siguientes equivalencias 3—2 =U, % =Yy j—f = P para la simplificacién

de la notacion en la siguiente seccion.

3.3.1. Linealizacion y criterio de valores propios

A continuacion se linealiza el sistema (3.33)-(3.35) (basandonos en [11]) en forma de diferen-
ciales como sigue:

dU = (Uy + pUy)du + Updp,

(3.36)
dP = (P, + pPy)du + P,dp,

ahora la matriz de derivadas parciales, B, es:

Ud+pU, U
B = “ Y P, 3.37
(Pu+ppy Pp> (3:37)

Esta matriz provee informacién sobre las estructuras topoldgicas de los puntos criticos.
Si consideramos C' como un parametro libre, los puntos criticos satisfacen:

F(u,y,p,C) =0
U(u,y,p,C) =0 (3.38)

P(u,y,p,C) =0.

Ahora como el numero de incégnitas es mas alto que el nimero de variables, podemos resolver
para y., p., C en términos de u.. Si bien C es una constante por determinar, esta depende del
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punto critico u., entonces ahora C es una variable que depende del punto critico. Luego por la
Regla de Cramer y el Teorema de la funcion implicita, obtenemos el gradiente de C:

- F, F, F
d 1 Yy p u
df = —det (Uy U, Uu) : (3.39)
¢ P, P, P,
donde A es definido por:
F, F, Fg
A=det|U, U, Ugs|. (3.40)
P, P, Pg
Cuando u = wu,, es decir, en el punto critico, se tiene que F,, = 0y F,, = —pF,, luego la
ecuacion (3.39) se transforma en:
~ F, 0 —pF
1 4 4 F,
;ZC =-—xdet (U, Up Uy :Zydet(B), (3.41)
te P, P, P,

Luego si det(B) < 0, entonces, el punto critico corresponde a un punto tipo silla.

3.4. Antecedentes para la localizacion de candidatos a puntos sin-
gulares

Basandonos en los cambios de variables presentados por Curé [8] y en la construccion de
Rodriguez [25], se presenta una forma de representacion matematica para la identificacién de
la localizacién de los puntos criticos.

Sean,

Y = wuw'
w (3.42)

w/

Desde la condicion de singularidad (3.12), se tiene:

w w

ouw'’

Ahora como se tiene la condicion de singularidad, se impone la condicion de regularidad (3.13)
en el punto critico, luego

e o % @ -6 o _ 3 2 P _ 27’01'5_2
F,=-C (g ou + fDE)u) w™’ (ww') 3 + ar o (29pis — 1)(—u) (3.44)
— i s % f7D . f£ -6 nao
Fw—<1—|—w2>w C<3w +a8w w)gw (ww")“. (3.45)
Con fp(u, Z) = fi(u, Z) y utilizando (3.42), la ecuacion (3.4) se presenta de la siguiente forma:
(1 — le> Y4 2tA (1 - Q*(—u)?w==t) — O fy(u, Z)g(u) 27?072 = . (3.46)
u

De forma similar, la condicién de singularidad (3.43) se convierte en:
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(1 - }}Z) Y — Cfalu, Z)g(w) 252y =3/ — p, (3.47)
con
a— 1 (1 B 1) 70/2y1-actd/2 (3.48)
g(u) f2 YZ
donde fo(u, Z) = afi(u, Z) + uZe(u, Z) y e(u, Z) = —%%{5.

Entonces, la condicién de regularidad (3.13) se transforma en:

1 27 =
(1 - yz) Y = 2ot 0l (2is — D) (~u)? 722 = Ofs(u, Z2)g(u) 2772y =0, (3.49)

con fs(u, 2) = (Bu+ Z)Ze(u, Z) + fi(u, Z)(h(u)Z — o — §) donde h(u) = Ld%(i).
Ahora, restando la ecuacion (3.46) a la ecuacion (3.47), se obtiene:

- 1 2
Cy(u)Z=0Pye=0/2 = _— < +A— aiot(—u)%s—1> . (3.50)
Ji—fa \u
Luego sustituyendo la ecuacion (3.50) en la ecuacion (3.47), se obtiene la siguiente expresion:
1 f2 2 2 29pis—1
Y == S+ A—a?(—u)PesT) 51
7 fl _ f2 (’LL + a"r‘ot( U) (3 5 )

Considerando 0.5 < v,;s < 1, restando la ecuacion (3.49) a la ecuacion (3.47) y sustituyendo
en la ecuacion (3.50), se logra obtener la siguiente funcion:

2 27 o 2 o
R(u,2) = —— + —5 — a2 (—0)""* 712 + fizy (u A= a2y (—u)?T ) . @52

donde fi23 = % Entonces, las raices de esta funcion dan la ubicacion de los puntos criticos.
Esta funcién R(u, Z) se implementa en Wolfram Mathematica, donde se grafica la superficie
que describe. Al agregar el semiplano R(u, Z) = 0, se obtiene una curva de nivel que muestra
la ubicacion de todos los posibles candidatos a puntos criticos. A continuacién se muestra un
ejemplo de la funcion R(u, Z):
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20

R 0.0t ]
0.0 -10 -08 -06 -04 -02 0.0

(a) (b)

Figura 3.1: Parte (a): Superficie R(u, Z) intersectada con el semiplano R(u, Z) = 0. Parte (b):
Curva de nivel descrita por la interseccién donde se localizan los puntos candidatos a puntos
criticos.

En la Figura 3.1b, esta posee dos ramas; izquierda y derecha respectivamente. Dado el cam-
bio de variables presentado en la ecuacion (3.1), se tiene que cuando v = —1 (eje horizontal),
la localizacién corresponde a la superficie estelar, mientras que cuando u se aproxima a 0, la
localidad corresponde a la lejania de la superficie estelar. Luego por las definiciones presenta-
das para los tipos de soluciones en el Capitulo 2, se observa que a la izquierda la Figura 3.1b
se encuentran los candidatos a puntos singulares de las soluciones rapidas, mientras que en
la parte derecha se encuentran los candidatos a puntos singulares de las soluciones lentas
d-slow y Q-slow.

Curé y Araya [9] realizan un analisis topologico con la superficie R(u, Z) usando una estrella
tipica de tipo B2.5 V con los siguientes parametros estelares y de fuerza de linea: T = 20000
(K], logg = 4.11, R% = 4.0,k = 0.61, « = 0.5, § = 0.0 y ;s = 1. La condicién de frontera

(superficie) esta fijada en p, = 8.7 x 10713 g/cm® . Ademas, no se consideran la distorsién de la
forma de la estrella causada por su alta velocidad de rotacion y los efectos de oscurecimiento
gravitacional.
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Figura 3.2: La funcion R(u, Z) (topologia) de la teoria m-CAK en funcion de Q: Q = 0.3 (panel
superior izquierdo), 2 = 0.5 (panel superior derecho), Q@ = 0.7 (panel inferior izquierdo) y
Q = 0.9 (panel inferior derecho). El plano R(u, Z) = 0 se muestra en gris claro, y su interseccion
con la superficie R(u, Z) (localizacién de puntos criticos) se traza con una linea negra (imagen
tomada de [9]).

Se debe notar cémo a valores distintos de €2, se produce una bifurcacion en las raices de la
funcion R(u, Z) y luego deja de existir la solucién rapida en el panel inferior derecho.

En el capitulo de resultados, se estudiara la variacion de estos puntos criticos en funcion de la
variacion de los parametros § y €.
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Capitulo 4

Resultados para el perfil de velocidad
del viento estelar

En este capitulo, se comienza por examinar los distintos tipos de soluciones que se pueden
obtener utilizando el programa HYDWIND, disefiado para resolver la ecuacion de gobierno
(2.27). Es crucial diferenciar entre soluciones lentas y rapida, ya que la naturaleza de estas
soluciones depende fundamentalmente de la ubicacion del punto critico en el sistema. Esta
distincion es esencial para comprender la dinamica subyacente y el comportamiento a largo
plazo de los vientos estelares modelados.

4.1. Procedimiento numeérico

Desde el programa HYDWIND, necesitamos aplicar una forma de buscar nuevas soluciones
ademas de dar la ubicacién de los puntos criticos en funcion de la variacion los parametros
5 € [0.00,0.35] y © € [0.95,0.99], con paso de evolucion de 0.05 y 0.01 respectivamente. Ca-
be mencionar que se han presentado dificultades numéricas para la obtencién de soluciones
considerando valores de 2 < 0.94. Es por esto que se considera el intervalo mencionado.

Una forma de obtener resultados, es con la opcién file dentro del manual para el programa
desarrollado por Araya y Curé [3], donde esta opcidén usa como solucién de prueba o “trial” un
perfil de velocidad anterior encontrado por el mismo programa, es decir, una solucién anterior
que halla convergido para una cierta configuracion de los parametros cercana a la buscada.
Puede que cuando se realice un intento de busqueda de solucion, el proceso no termine, es
decir, no converge a una nueva solucion; en el caso de que si termine, ahora poseemos un
archivo output que contiene informacion sobre el valor propio, el cudl se utilizara para buscar
una nueva solucion con el archivo de salida que obtuvo el programa antes mencionado.

El procedimiento numérico es el siguiente:

1 Crear un nuevo directorio para almacenar los archivos de entrada y de salida.

2 Rescatar el archivo ...-for007.dat de otra solucién calculada y llevarlo al nuevo directorio.
3 Cambiar nombre al archivo ...-for007.dat a hydwind_in.dat.

4 En el archivo for011.dat cambiar la opcién manual por file.

5 Rescatar del archivo ...-for002.dat de la solucién anterior, el valor calculado al valor pro-
pio, y escribirlo en el archivo for011.dat actual del nuevo directorio.

6 Variar los parametros que se estime conveniente para la busqueda de una nueva solu-
cion.
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7 Ejecutar el cédigo HYDWIND.

7.1 Si la ejecucidn termina exitosamente (converge), ejecutar archivo python para la
realizacion de los graficos del perfil de velocidad.

7.2 Tomar esta nueva solucion como input para buscar una nueva, es decir repetir pro-

Ceso.

8 En caso de que no termine, volver al punto 6 y continuar.

4.2. Resultados de la literatura

Basandonos en la busqueda de velocidades terminales bajas de Rodriguez [25], se presentan
los resultados mostrados en los siguientes cuadros, donde se exhiben soluciones tanto rapidas

como lentas.

Para la construccion de este cuadro en la Figura 4.1, la autora considera la siguinente configu-
racion de parametros:

Tesr (K] Ri[Ro] logg ka4
20000 4.0 4.11 0.61 0.5 0.0
] |
| eie 0.60 0.70 0.75 0.80 |
Voo M Voo M Voo M Voo M
[km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr]
100 | 1426  1590E-09 | 1184  2011E-09 | 4878 2.149E-09 | 4659  2.153E-09
095 | 1431 1592E-09 | 1193 2015E-09 | 4756 2.168E-09 | 4528  2.176E-09
090 | 1437 1594E-09 | 1202 2020E-09 | 4623 2.194E09 | 437.4  2.203E-09
0.85 | 1443 1595E-09 | 1213 2024E-09 | 4493 2232E09 | 4227  2.246E-09
080 | 1450 159709 | 1225 2.029E-09 | 4288 2248E-09 | 4063  2.304E-09
075 | 1458 1599E-09 | 1239  2.033E-09 | 1096  2.390E-09 | 3903  2.392E-09
070 | 1467 1601E-09 | 1254 2.038E-09 | 1118 2.398E-09 | 3744  2.528E-09
065 | 1477 1603E-09 | 1272 2042E-09 | 1142 2.406E-09 | 3630  2.697E-09
0.60 | 1489 1.604E-09 | 1291 2047E-09 | 1167 2.414E-09 | 1020  2.978E-09
055 | 1503 1.606E-09 | 1313 2051E-09 | 1196 2.422E-09 | 1059  2.993E-09
050 | 1520 1.608E-09 | 1339 2.056E-09 | 1228  2.429E-09 | 1100  3.008E-09

Figura 4.1: Resultados para el modelo de estrella tipo B2.5 V con diferentes valores de Q y
Yvis, considerando a = 0.50. Las soluciones rapidas estan en cursiva, y las Q-slow en fuente
normal (cuadro tomado de [25]).

Se omiten los resultados para Q = 0.50, ya que son solo soluciones rapidas con valores de M
Y v Similares a los de Q = 0.60.
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| uis 0.85 | 0.90 0.95 0.99

Voo M Voo M Voo M Voo M
[km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr]
100 | 4456 2161E-09 | 4259 2167E-09 | 407.0 2.173E-09 | 3931  2.180E-09
095 | 4308 2.185E09 | 409.8 2.193E-09 | 390.1 2203E-09 | 3752  2.212E-09
090 | 4145 221809 | 3922 2231E-09 | 3703 2239E-09 | 3552  2.255E-09
085 | 397.8 2264E09 | 3737 2282E-09 | 3509 2.300E-09 | 3340  2.316E-09
080 | 3795 2331E09 | 3429 2243E-09 | 3284  2.386E-09 | 3108  2.408E-09
075 | 3602 2428E09 | 3325 2471E-09 | 3054 2511E-09 | 2857  2.549E-09
070 | 3408 258309 | 3102 2653E-09 | 2802  2.722E-09 | 2583  2.784E-09
0.65 | 3229 2.841E09 | 2920 2.892E-09 | 2585 3.001E-09 | 2342  3.105E-09
0.60 | 323.6 2.857E09 | 2872 2969E-09 | 2524  3.096E-09 | 2218  3.019E-09
055 | 8922 3.975E-09 | 2581 5285E-09 | 2002  6.363E-09 | 1554  7.677E-09

050 | 9478 4.009E-09 | 7614 6.119E-09 | 5173 1302E-08 | asound < v(0)

Figura 4.2: Continuacion del cuadro anterior presentado en la Figura 4.1 para el resto de va-
lores de 2, donde el término asound < v(0) indica a un mensaje generado por el programa
cuando la velocidad de la fotosfera es mayor que la velocidad isotérmica del sonido (cuadro

tomado de [25]).

| e | 0.60 0.70 075 0.80
Voo M Voo M Veo M Voo M

[km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s| [Mo/y1]

100 | 1176  459E-10 | 4544 5617E-10 | 4337 5633E-10 | 4139  5.650E-10
095 | 1182 4597E-10 | 4435 5667E-10 | 4220 5.697E-10 | 4014  5727E-10
090 | 1188 4604E-10 | 4332 5750E-10 | 4099 5784E-10 | 3868  5807E-10
085 | 1195 4612E-10 | 4215 5847E-10 | 3970 5903E-10 | 3735 5961E-10
080 | 1204 4619610 | 9947 6172B-10 | 3842 6.072E-10 | 3575  6.130E-10
075 | 1213 4626B-10 | 1013 619110 | 3712 6324E-10 | 3434  6434E-10
070 | 1223 4633E-10 | 1032 6211E-10 | 3593 6707E-10 | 3287  6.886E-10
065 | 1235 4641E-10 | 1053 6.231E-10 | 933.0 7.601E-10 | 3166  7.658E-10
060 | 1249 4648E-10 | 1076 6.250E-10 | 9661 7.637E-10 | 3106  9.085E-10
055 | 1265 4655E-10 | 1101  6.270E-10 | 999.7 7.672E-10 | 8799  9.925E-10
053 | 1275 4656E-10 | 1115 6.275E-10 | 1016  7.684E-10 | 9008  9.952E-10
05103 | 1282 4659610 | 1126 6.283E-10 | 1031  7.698E-10 | 9193  9.980E-10
050 | 1283 4662E10 | 1129 6.289E-10 | 1036  7.707E-10 | 9266  9.996E-10

Figura 4.3: Para un valor de a = 0.45, se presenta el cuadro presentado en la Figura 4.1 con
los resultados correspondientes. Donde se agregan los valores 0.53 y 0.5103 para la columna

asociada al parametro ~,;s (cuadro tomado de [25]).

36




4.2. RESULTADOS DE LA LITERATURA

. 0.85 ] 0.90 | 0.95 | 0.99 |

Voo M Veo M Voo M Veo M
[km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mo/yr] | [km/s] [Mg/yr] | [km/s] [Mo/y1]
1.00 3954  5.675E-10 | 377.7  5.699E-10 | 360.9 5722E-10 | 348.8  5.745E-10
0.95 3815  5.756E-10 | 362.1  5.778E-10 | 3449  5.819E-10 | 332.1  5.850E-10
0.90 366.2  5.859E-10 | 346.5 5909E-10 | 327.8 5955E-10 | 313.8  5.982E-10
0.85 3509  6.018E-10 | 329.6  6.078E-10 | 309.1  6.139E-10 | 2945  6.188E-10
0.80 3339  6.234E-10 | 311.1  6.329E-10 | 289.7  6.421E-10 | 2739  6.501E-10
0.75 3173  6.572E-10 | 291.5  6.703E-10 | 268.1  6.844E-10 | 250.5  6.959E-10
0.70 299.8  7.098E-10 | 271.3  7.315E-10 | 2451  7.543E-10 | 226.0  7.755E-10
0.65 283.1  8.014E-10 | 250.6  8.382E-10 | 219.2  8.733E-10 | 199.6  9.280E-10
0.60 2711  9.801E-10 | 233.3  1.070E-09 | 194.6  1.159E-09 | 170.2  1.288E-09
0.55 7328  1401E-09 | 2262  1701E-09 | 1754  2140E-09 | 137.1  2.705E-09
0.53 762.0  1408E-09 | 584.7  2338E-09 | 1741  3362E-09 | 122.6  5.166E-09
0.5103 | 787.0 1415E-09 | 6234  2362E-09 | 401.9 5888E-09 | 111.8  2.045E-08
0.50 7975  1419E-09 | 639.0 2375E-09 | 4304  5.985E-09 asound < v(0)

Figura 4.4: Continuacion del cuadro anterior presentado en la Figura 4.3 para el resto de va-
lores de €, considerando « = 0.45. El término asound < v(0) indica a un mensaje generado
por el programa cuando la velocidad de la fotosfera es mayor que la velocidad isotérmica del
sonido (cuadro tomado de [25]).

Notemos que Rodriguez [25] encuentra tanto soluciones rapidas como lentas (rama Q-slow).
Sin embargo, remarca que los modelos toman en cuenta valores de § en el rango 0.00 <
0 < 0.05, considerando que cuando ¢ ~ 0, los cambios en la ionizacion a lo largo del viento
son despreciables. Por otro lado, cuando se emplean diferentes valores de «, se presentaron
dificultades numéricas para obtener soluciones al considerar valores de a < 0.4, luego se
limité a considerar valores de o mayores que 0.4. Adicionalmente, la autora remarca que para
diferentes valores de k, este parametro apenas afecta a los resultados y su variacion puede
despreciarse.

El interés de este trabajo en el estudio de Rodriguez [25], recae en la consideracion de valores
altos para los cambios de la ionizacion ¢ y velocidad de rotacién €, teniendo en cuenta un
modelo de viscosidad (usando v,;s = 0.52).

4.2.1. Rama de soluciones lentas

Dado que se desea encontrar y analizar soluciones con velocidades terminales bajas y el
procedimiento numérico utiliza una solucién previa como condicién inicial, es recomendable
remarcar cudles soluciones se pueden llegar a tomar como perfil de prueba.

En el Capitulo 3 remarcamos las soluciones 2-slow y §-slow, las cuales se pueden obtener con
los siguientes parametros:

Para la solucién Q-slow

Teff [K] R, [RG} log g k «@ o Q Yvis
25000 10 3.50 0.32 056 0.0 0.8 1
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Perfil de Velocidad

— HYDWIND
400 4= Perfil de:Prueba - manual

100

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
u = -Ru/r

Figura 4.5: La curva azul es el perfil de velocidad de una solucién Q-slow medida en km s+
en funcién de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localizacién del punto critico.

Los resultados de la solucion presentada en la Figura 4.5 son:

volkms™!] Uoo[kms™1]  M[10-SMgoyr—!] C Te
5.08 x 10791 4.14 x 10192 2.45 x 1079 32.53 17.02

Remarcamos que la curva roja presente en la Figura 4.5 (asi con todas las demas figuras
de estas caracteristicas presentadas en este trabajo), representa el perfil inicial de velocidad
que va a converger a la curva azul. Asi como el punto critico, lejano a la superficie estelar,
localizado a mas de 17 [Rg].

Mientras que para la solucién §-slow caracterizada por ser sin rotacion, los parametros utiliza-
dos son:

Teff [K] R, [R(D] log g k @ o Q VYvis
10000 60 2.0 037 049 0.03 0.0 1

38



4.2. RESULTADOS DE LA LITERATURA

Perfil de Velocidad

=— HYDWIND
== Perfil de:Prueba - manual
200 -
-—I'-_' 150
"
1S
=
100
>
50 A
O 1 1 L] 1 I
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

u = -R«/r

Figura 4.6: La curva azul presentada es el perfil de velocidad de una solucion §-slow medida
en km s~! en funcidn de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localizacion del
punto critico.

con los siguientes resultados:

volkms™!] Uoolkms™1]  M[10-SMoyr—'] C Te
4.34 x 1079  1.96 x 10102 4.31 x 1079 66.15 11.23

Notemos que estas dos soluciones, se tienen para v,;s = 1 (ver Capitulo 3) cuando se tiene
conservacion del momentum angular.

Ahora se tiene otra solucion llamada GammaVis, la cual corresponde a un caso casi keplerianio
(wis = 0.52), la cual viene a tomar los siguientes parametros:

Teff [K] R, [RQ] log g k « o Q Yvis
21000 4.5 4.0 032 0.5 0.0 0.99 0.52
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Perfil de Velocidad

— HYDWIND
= Perfil de:Prueba - manual
200
.T'._‘ 150 A
n
1S
~
~ 100
>
50 A
O = T 1 I I
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
u = -R«/r

Figura 4.7: La curva azul presentada es el perfil de velocidad de la solucion GammaVis medida
en km s~! en funcidn de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localizacion del
punto critico.

con sus respectivos resultados:

volkms™]  veolkms™Y  M[10-Moyr—'] C Te
1.45 x 1099 1.07 x 101092 1.42 x 10792 20.37 20.45

4.3. Soluciones huméricas rapidas

En esta seccion se presentan algunas soluciones rapidas que se han encontrado en este
trabajo

Perfil de Velocidad

= Perfil de Prueba - manual

v [km s™1]
(o]
o
o
1

0 - T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

u = -R«/r

Figura 4.8: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solucion rapida o estandar.
El punto critico se presenta en negro. Parametros utilizados: T,y = 20000 [K], R, = 10 [Ro)],
logg=4.11,k=0.61,a = 0.4, § = 0.04, Q = 0.49 Y 7,5 = 1.0.
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Perfil de Velocidad

— HYDWIND
= Perfil de Prueba - manual

1 1 I 1
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
u = -Rs/r

Figura 4.9: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solucion rapida o estandar.
El punto critico se presenta en negro. Parametros utilizados: T,;s = 20000 K], R. = 4 [Ro),
logg =4.11,k = 0.61, « = 0.34, § = 0.04, Q = 0.73 Y Yis = 0.5.

Perfil de Velocidad
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Figura 4.10: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solucién rapida o estandar.
El punto critico se presenta en negro. Los parametros utilizados son: T, ¢y = 20000 [K], R, = 4
[Ro),logg = 4.11, k = 0.61, o = 0.34, 6 = 0.34, Q = 0.77 Y Yyss = 0.55.

Cabe destacar que al ser soluciones rapidas (o estandar), estas 3 soluciones previas, se ven
caracterizadas por un punto critico cercano a la superficie estelar y velocidades terminales
altas, donde en la Figura 4.8, la velocidad terminal vo, = 1619 [km/s] y el punto critico esta
localizado a 1.02 R . Estas soluciones se han obtenido con la opcion manual del cédigo HYD-
WIND, que hace alusién a considerar una funcién analitica como condicién inicial (mas detalles
en [3]). En la siguiente seccion se presentaran las soluciones lentas encontradas desde el pro-
cedimiento numérico indicado en la Seccion 4.1.
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4.4. Soluciones numeéricas lentas

En esta seccion, se abordan las soluciones que fueron obtenidas en el plano ecuatorial, em-
pleando el procedimiento previamente presentado.

Dado que Rodriguez [25] senala los problemas numéricos para o < 0.4 y la despreciabilidad
del valor de k, en este trabajo se estudiara la influencia de valores altos de ionizacién § en
el intervalo [0,0.35] con incrementos de 0.05, y valores altos de rotacion 2 en el intervalo
[0.95,0.99] con decrementos de 0.01, considerando un caso casi kepleriano (v,;s = 0.52).
Luego tomando como perfil de prueba la solucion presentada en la Figura 4.7, se inicia el
procedimiento numérico, generando asi, los Cuadros 4.1y 4.2.

a=0.5,k=0.32, Ypis = 0.52

0 Q ‘ volkms™!] Vsolkms™]  M[10-SMoyr—'] C Te Ue
0.05 0.99 | 1.54 x 1070 1.04x 1072  151x107%  21.30 21.82 —4.583 x 107"
0.1 099 | 1.67x10M0 1.0x1072  1.64x107% 2219 2292 —4.362x 107"
0.15 0.99 | 1.87 x 1070 9.71 x 107" 1.84x107%2  23.01 24.14 —4.142x 107"
02 0.99]224x10T° 9.38x10™"  219x107% 2378 2550 —3.921 x 1072
0.25 0.99 | 2.89 x 1070 9.06 x 107°! 283 x 107" 2447 2624 —3.811x 107"
0.3 0.99 | 430 x 10790 877 x 10™01 421 x 1079 2511 27.85 —3.591 x 1072
0.35 0.99 | 824 x 10T 858 x10™  8.06x 107" 2582 28.73 —3.481 x 107"
0.0 0.98]1.21x10T° 1.26x 1072  1.19x107% 2228 19.90 —5.024 x 1072
0.05 0.98 | 1.23x 10T 122x107%?  120x107% 2356 20.82 —4.803 x 107"
0.1 098 |127x107° 1.18x10M02  1.24x 1079  24.82 21.82 —4.583 x 1072
0.15 0.98 | 1.33x 10T 1.14 x 1072 1.30x107%  26.03 22.92 —4.362 x 107"
02 098] 143x10T° 1.11x1072  1.40x107% 2720 24.14 —4.142 x 107"
0.25 0.98 | 1.62x 10T 1.07x 1072 158x 1079 2829 2550 —3.921 x 107"
0.3 098] 1.98x10M0 1.03x1072  1.94x107% 2931 27.02 —3.701 x 1072
0.35 0.98 | 2.86 x 1070 9.95x 10701 2.79x 10792  30.26 27.85 —3.591 x 1072
0.0 097 | 1.05x 10T 1.45x10™%2  1.02x107%  24.00 19.48 —5.134x 107"
0.05 0.97 | 1.02x 10T 140 x 1072  1.00x107% 2559 20.35 —4.914 x 107"
01 097 ]1.01x10T° 1.36x 1072  984x107% 2719 21.31 —4.693 x 1072
015 0.97 [ 9.95x107%" 1.31x107%2  973x107% 2878 2236 —4.473x 107"
0.2 0.97]9.94x107% 127x10M2  972x107%  30.33 23.52 —4.252x 107"
0.25 0.97 | 1.01x 10T 122x107%2  988x107%  31.82 24.80 —4.032x 107"
0.3 0.97]1.06x10T° 118 x 1072  1.03x107% 3324 2624 —3.811x 107"
0.35 0.97 | 1L18 x 10T 113 x 1072  1.15x 107" 3455 27.02 —3.701 x 107"

Cuadro 4.1: Resultados de las soluciones numéricas encontradas para distintos valores de o
y 2 considerando valores fijos de o = 0.5 y 7,55 = 0.52. Presentacion de los resultados: vy, la
velocidad inicial; v, la velocidad terminal; M, la tasa de pérdida de masa; C, el valor propio
del problema; r., el radio critico asociado al punto critico w..
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a = 0.5, k = 0.32, yyis = 0.52
J Q ‘ volkms 1] Voolkms™1]  M[10-SMoyr—'] C Te Ue

00 096 |9.23x107°" 1.63x 10T  9.02x107% 2556 19.48 —5.134 x 1072
0.05 096 |877x107" 158x 10792  857x107% 2746 20.35 —4.914 x 107%
01 096 |830x107% 1.53x10M0%  811x107% 2938 21.31 —4.693 x 107"
015 096 | 7.82x107°" 148 x10M2  7.64x107%  31.31 2236 —4.473 x 107*2
02 096 |7.33x107°0 1.42x10M2  716x107%  33.24 2352 —4.252 x 1072
025 096 |6.81x107% 1.37x10M%%  6.66x107% 3512 2424 —4.125x 107"
03 096 |6.25x107° 1.32x10M2  611x107%  36.93 2550 —3.921 x 1072
0.35 0.96 |5.61x107% 1.27x10M0%  549x107% 3863 27.02 -3.701 x 1072
0.0 095 [826x107% 1.80x 10t  8.08x107%  27.01 19.07 —5.244 x 107"
0.05 095 |7.63x107% 1.74x10M0%  746x107% 2922 1948 —5.134x 107"
01 095 | 7.02x107° 1.69 x 10M°2  6.86 x 107%  31.42 20.82 —4.803 x 1072
015 095 [6.35x107% 1.63x10M0%  621x107%  33.69 21.82 —4.583x 1072
02 095 [563x107% 1.57x10M%%  551x107% 3596 2292 —4.362x 107"
025 095 [4.85x107% 1.52x10M02  475%x107% 3822 2424 —4.125x 107"
03 095 |3.98x107° 1.46 x 10T 3.89x107% 4042 2550 —3.921 x 1072
0.35  0.95 [297x107% 1.40x10t%%  290x107% 4250 2624 —3.811x 107"
0.0 0945 | 7.86 x 107" 1.89 x 10792 7.69x107%  27.70 19.07 —5.244 x 107
0.0 0.9406 | 7.54 x 107°0  1.97 x 10M%2  7.37x 1079  28.29 10.93 —9.146 x 1072

Cuadro 4.2: Continuacion del Cuadro 4.1 para el resto de valores de 2 0.96, 0.95 y el limite de
los experimentos donde el programa HYDWIND deja de converger cercano a 0.94.

Notemos ademas que por defecto el programa HYDWIND, los resultados los entrega a 3, 4
cifras significativas dependiendo del tipo de resultado (velocidades, valor propio, etc.), pero
el camino a la determinacién del valor de ©2 mas bajo que se ha logrado obtener, se esta
encontrando con 5 cifras significativas.

Remarcamos que la atencion sera focalizada en la solucion GammaVis, usandola como perfil
de prueba para inicializar la variacion paramétrica, centrada en los parametros ¢ y 2. Rodriguez [25]
menciona que, como consecuencia del transporte de momento angular a lo largo del viento,
debido a la presencia de viscosidad, cuando v,;s = 0.5, el viento rota de forma kepleriana, es
decir, el momento angular del viento decrece con el radio como /2.

Retomamos el analisis del valor propio C, mediante el cual se guarda la relacion entre la
pérdida de masa M y la luminosidad L como sigue (recordando las ecuaciones (2.23) y (3.6)):

4 (0%
CzFGMk:( T > , (4.1)
o M
con 5
_ MD 101 5
_ (a=1)
c c( o al® ) (a®R,) 1. (4.2)

Como se tienen velocidades de rotacion (2 altas en todos los casos, se propone presentar con
mas detalle el comportamiento del perfil de velocidad del viento para valores de é mayores
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4.4. SOLUCIONES NUMERICAS LENTAS

a 0.25 y sus incrementos para los valores fijos de Q2. Retomando los parametros fijos que se
consideran: T,¢y = 21000 (K], R, = 4.5 [Rc], logg = 4.00, k = 0.32, @ = 0.5 Y Yyis = 0.52.
Los resultados de la primera solucién son los siguientes:

volkms™!] Voolkms™1]  M[10~SMyyr—1] C Te
2.89 x 10190  9.06 x 10101 2.83 x 10702 24.47 26.24

Cuadro 4.3: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.25y Q = 0.99.

El comportamiento de la solucidon numérica se presenta en la siguiente figura:

Perfil de Velocidad

140 1'— Hypwinp

- Perfil de Prueba - file
120 -

100 A

80

v [km s™1]

60

40 -

20 1

0 -7 T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

u = -Ru«/r

Figura 4.11: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son 6 = 0.25y Q = 0.99.

Se remarca que la velocidad terminal es mas baja que en la condicién inicial, ademas vemos
que la dinamica del perfil de velocidad sigue siendo estrictamente creciente.

Veamos ahora que sucede con é = 0.35.

Donde se rescatan los resultados del cuadro de soluciones numéricas:

volkms™!] Uoolkms™1]  M[10-SMoyr—'] C Te
8.24 x 10190 858 x 10101 8.06 x 10792 25.82 28.73

Cuadro 4.4: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.35 y © = 0.99.
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Figura 4.12: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.35y Q = 0.99.

Se debe notar la alta velocidad inicial vy que posee esta solucion, la cual comienza con una
velocidad mayor, con respecto al perfil de prueba y termina con una velocidad terminal menor.
Veamos ahora el comportamiento del perfil de velocidad del viento pero para un valor fijo de
Q = 0.98 y valores de ionizacion mayores a 0.25.

Donde los resultados de la solucién numérica son:

volkms™!] Uoolkms™1]  M[10-SMoyr—'] C Te
1.62 x 10790 1.07 x 10102 1.58 x 10792 28.29 25.50

Cuadro 4.5: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.25y © = 0.98.
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Figura 4.13: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.25 y 2 = 0.98.
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4.4. SOLUCIONES NUMERICAS LENTAS

En esta Figura 4.13, remarcamos que practicamente todo el perfil de velocidad esta caracteri-
zado por velocidades menores a las del perfil de prueba.
Al igual que antes, analicemos qué ocurre cuando 6 = 0.35.

volkms™!] Voolkms™1]  M[10~SMyyr—1] C Te
2.86 x 10190 9.95 x 10701 2.79 x 10792 30.26 27.85

Cuadro 4.6: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.35y © = 0.98.
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Figura 4.14: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.25y Q = 0.98.

El perfil de prueba en rojo, es el perfil de velocidad presentado en la Figura 4.12, en la cual la
velocidad inicial, vy, es considerablemente alta comparado con el perfil de velocidad en azul. Se
puede apreciar que esta solucion tiene por velocidad inicial un tanto mas baja que la velocidad
inicial del perfil de prueba, pero prontamente la solucion numérica describe velocidades mas
altas.

De igual forma seguiremos analizando las soluciones numéricas para cada valor de Q2 consi-
derado y los valores altos de § = 0.25 y 0.35.

Ahora para 2 = 0.97y 6 = 0.25 tenemos:

volkms™!] Uoolkms™]  M[10-SMoyr—'] C Te
1.01 x 10190 1,22 x 10192 9.88 x 10793 31.82 24.80

Cuadro 4.7: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.25y @ = 0.97.
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Figura 4.15: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son 6 = 0.25y Q = 0.97.

Para este caso, solo la velocidad inicial vy esta por debajo del perfil de prueba, luego toda la
solucion numérica describe velocidades mas altas. Ademas se logra percibir un ligero cambio
en la concavidad de la solucion numérica.

Ahora para § = 0.35, tenemos:

volkms™!] Voolkms™]  M[10~Moyr—'] C Te
1.18 x 10790 1,13 x 10102 1.15 x 10792 34.55 27.02

Cuadro 4.8: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.35y © = 0.97.
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Figura 4.16: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.35y Q = 0.97.

En términos de cualidades, esta solucion numeérica es similar para el caso § = 0.25 pero esta
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si describe una velocidad terminal mas baja. Veamos ahora el caso donde el valor 2 = 0.96

volkms 1] Uoo[kms™1]  M[10-SMgoyr—!] C Te
6.81 x 10791 1.37 x 10102 6.66 x 10793 35.12 24.24

Cuadro 4.9: Resultados del perfil de velocidad utilizando 6 = 0.25 y = 0.96.
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Figura 4.17: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.25y Q = 0.96.

Comparado al caso anterior, esta solucién describe una velocidad terminal mas alta, y se sigue
manteniendo ese cambio de concavidad sutil en la dindmica del perfil de velocidad.
De forma similar mostramos ahora el caso § = 0.35.

volkms™!] Voolkms™1]  M[10-SMyyr—1] C Te
5.61 x 10791 1.27 x 10792 5.49 x 10703 38.63 27.02

Cuadro 4.10: Resultados del perfil de velocidad utilizando § = 0.35 y 2 = 0.96.
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Figura 4.18: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.35y Q = 0.96.

De manera similar, las cualidades en la velocidad inicial vy y en los comportamientos del perfil
de velocidad se mantienen para estas variaciones, y en este caso describimos una velocidad
terminal mas baja que la anterior.

Finalmente, veamos ahora los dos casos de ionizacion alta para el valor de 2 = 0.95

volkms™!] Voolkms™]  M[10~Moyr—'] C Te
4.85 x 10791 1.52 x 10102 4.75 x 10793 38.22 24.24

Cuadro 4.11: Resultados del perfil de velocidad utilizando § = 0.25 y 2 = 0.95.
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Figura 4.19: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.25 y Q = 0.95.

Para este caso, si se percibe un cambio de concavidad cercano a la superficie estelar.
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Ahora para el caso § = 0.35

volkms 1] Uoo[kms™1]  M[10-SMgoyr—!] C Te
2.97 x 10791 1.40 x 10192 2.90 x 10793 42.50 26.24

Cuadro 4.12: Resultados del perfil de velocidad utilizando § = 0.35y 2 = 0.95.
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Figura 4.20: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.35y Q = 0.95.

Para esta solucion numérica, se aprecia una velocidad terminal menor que el caso presentado
en la Figura 4.19.

Para ir cerrando esta seccion de soluciones numéricas, presentemos un caso con cualidades
particulares:

volkms™!] Voo[kms™1]  M[10-SMgoyr—!] C Te
8.26 x 10791 1.80 x 10192 8.08 x 10703 27.01 19.07

Cuadro 4.13: Resultados del perfil de velocidad utilizando § = 0.00 y 2 = 0.95.
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Figura 4.21: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son § = 0.00 y Q = 0.95.

Para este caso sin cambios en la ionizacién, el valor de €2 induce un gran cambio de concavidad
lo que implica cambios en la dinamica del perfil de velocidad.

Se remarca que a través del procedimiento de busqueda de soluciones numéricas, solo se
obtienen soluciones lentas, dado que se ha considerado un perfil de prueba que corresponde a
una solucion lenta para la inicializacién del proceso. Esto se puede verificar con la localizacion
de los puntos singulares, los cuales en todos los casos presentados, se encuentran lejanos a
la superficie estelar, todos mayores a 10 radios estelares.

4.5. Analisis de soluciones

En el caso con § = 0.00, si se compara con los casos anteriores, se observa que la influencia
de valores altos para el cambio de la ionizacién, resulta en cambios de concavidad para el
perfil de velocidad menos drasticos, es decir, mas suaves. Esto sugiere que la disminucién del
valor de €2 provoca cambios en la concavidad del perfil, aunque es importante recordar que,
en el modelo inicial GammaVis, el perfil de velocidad es estrictamente creciente. Sin embargo,
al aumentar el valor de 4, la ionizacién parece tener un efecto modulador que suaviza estos
cambios en el gradiente de la velocidad del viento, haciendo que las transiciones sean mas
graduales y menos abruptas.

Este comportamiento puede interpretarse como una interaccion compleja entre los efectos de
rotacion y ionizacion en el perfil de velocidad del viento estelar. La rotacion € actia como un
factor que introduce variabilidad y posibles inflexiones en el perfil de velocidad, alterando la
concavidad de la curva y provocando bifurcaciones que podrian reflejarse en comportamien-
tos dinamicos inestables, dada las dificultades en la obtencion de soluciones numéricas para
valores de Q2 < 0.94. Sin embargo, al incrementar ¢, se observa que la ionizacion contribuye
a estabilizar el gradiente de velocidad, mitigando las variaciones bruscas e inflexiones que la
rotacion puede inducir.

Este fendmeno sugiere que, en modelos de vientos estelares donde los cambios en la ioniza-
cion juegan un papel predominante, es posible que la estructura del viento sea mas robusta y
menos susceptible a cambios abruptos en la velocidad a lo largo del perfil. Los cambios en la
ionizacion parece actuar como un amortiguador de las fluctuaciones inducidas por la rotacion,
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lo que podria tener implicaciones significativas en la prediccion y modelizacion de vientos es-
telares, especialmente en aquellos sistemas donde ambos parametros, 2 y ¢, varian dentro de
rangos amplios.

4.6. Observaciones sobre los valores propios y velocidades ter-
minales

Se presenta un analisis del comportamiento de los valores propios y las velocidades terminales
obtenidos para los intervalos de ionizacion § € [0, 0.35] y rotacion €2 € [0.99, 0.95], asi como sus
respectivas combinaciones, abarcando un total de 40 soluciones numéricas.

Este analisis busca identificar patrones y tendencias en la variacion de los valores propios y
velocidades terminales al modificar los parametros de ionizacién y rotacion. Al examinar dife-
rentes combinaciones dentro de los rangos indicados, se pueden obtener conocimientos sobre
como estos factores afectan el comportamiento dinamico del sistema. Es importante destacar
que la eleccion de estos intervalos no es arbitraria, sino que esta motivada por la necesidad
de explorar valores altos en ambos parametros, o que proporciona una vision integral del
fendmeno en estudio. Ademas, la combinacion de estos parametros ofrece la posibilidad de
observar posibles escenarios de bifurcaciones con respecto a los cambios cualitativos en las
soluciones numéricas.
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Figura 4.22: Parte (a): Presentacion de la evolucién de los valores propios bajo la dependencia
paramétrica de o para cada valor de ( fijo. Parte (b): Presentacion de la evolucion de los
valores propios, disminuyendo el valor de 2 para cada valor fijo de §.
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En primer lugar, se observa que la influencia de la rotacién €2 provoca que los valores propios
tiendan a aumentar a medida que el valor de Q disminuye. Por otro lado, la influencia de los
cambios en la ionizacion § muestra un comportamiento monoétono creciente, es decir, los valo-
res propios aumentan a medida que J se incrementa. Esto implica que, si se buscan soluciones
partiendo de un perfil de velocidad inicial descrito por una solucién exacta para valores mas
altos de ¢, sera necesario considerar valores propios mas elevados que los obtenidos previa-
mente. De manera similar, si se intenta reducir la rotacion 2, también sera necesario ajustar al
alza los valores propios.

Este comportamiento sugiere que los valores de Q2 y § estan intrinsecamente ligados a la
estabilidad y al comportamiento dinamico del sistema. La tendencia al aumento de los valores
propios conforme disminuye 2 puede estar relacionada con una mayor complejidad en las
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4.6. OBSERVACIONES SOBRE LOS VALORES PROPIOS Y VELOCIDADES TERMINALES

trayectorias del sistema, lo que exige una mayor precision en la seleccién de los valores propios
para asegurar la convergencia de las soluciones numéricas. De igual manera, el aumento de ¢
exige un ajuste en los valores propios para mantener la estabilidad del modelo.

Se presenta ahora el comportamiento de la velocidad terminal
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Figura 4.23: Parte (a): Presentacion de la evolucion de las velocidades terminales v, en
funcion de la dependencia paramétrica para los incrementos de 4, con cada valor de  fijo.
Parte (b): Presentacién de la dinamica de las velocidades terminales v, pero, realizando la
disminucion del valor €2 para cada valor fijo de 4.

En contraste con el analisis del comportamiento de los valores propios, en el caso de las
velocidades terminales, se observa que a medida que aumenta el cambio en la ionizacién ¢,
las velocidades terminales descritas por las soluciones numéricas tienden a ser cada vez mas
bajas. Sin embargo, cuando el valor de € disminuye, las velocidades terminales aumentan
inicialmente, pero con el aumento de 4, estas velocidades comienzan a disminuir nuevamente.
Es importante destacar que, a medida que las velocidades terminales disminuyen, estas se de-
sarrollan a mayor distancia de la superficie estelar. Esto se evidencia en los gréaficos y cuadros
presentados anteriormente. Esto implica que, si se desean alcanzar velocidades terminales
bajas, es necesario buscar puntos criticos que se manifiesten a distancias cada vez mayores
de la superficie estelar.

Este comportamiento puede establecer que un mayor cambio en la ionizacién ¢ podria estar
asociada con un mayor arrastre del material, lo que reduce la velocidad terminal a medida
que se aleja de la estrella. Por otro lado, la relacion inversa con ) sugiere que la rotacién
estelar juega un papel considerable en la aceleracion del viento, elevando las velocidades
terminales hasta cierto punto, antes de que el creciente cambio en la ionizacién provoque una
disminucion.
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4.7. ANALISIS DE PUNTOS CRITICOS

4.7. Analisis de puntos criticos

En esta seccidén remarcamos la evolucién de la ubicacion de los puntos criticos en las distintas
soluciones que se han obtenido.

— 0099 — 0098 — — — 0=095 — 0=099 — Q=098 — — — 0=0.95
06 DY

0.5

0.4

0.2

-0.4 -0.2 0.0

Figura 4.24: Parte (a): Presentacion de las curvas de nivel resultantes de la interseccién entre
la superficie R(u, Z) y el semiplano R(u,Z) = 0, bajo los distintos valores de § para cada (2
fijo. Parte (b) se presenta la ventana [—0.06, 0.00] x [0.00,0.6] de la parte (a) en adicién de los
puntos criticos correspondientes a cada solucion.

En la Figura 4.24, para la parte izquierda de la grafica 4.24a, se debe precisar que las distintas
curvas de nivel, representadas por igual color, evolucionan en funciéon del parametro ¢ de
derecha a izquierda. En contraste, en la parte derecha de 4.24a o bien la ventana presentada
en 4.24b, la evolucion es de izquierda a derecha.

Si se observa la parte izquierda de 4.24a, es importante notar que para valores fijos de €, la
dinamica de las curvas de nivel tiende a amplificar la caracteristica inherente de cada curva
(amplitud de la curva). Esto se refleja en las observaciones graficas del perfil de velocidad
del viento, especificamente en los cambios del gradiente de velocidad, que se manifiestan en
las variaciones de la concavidad de la curva del perfil de velocidad. En este estudio grafico,
se puede observar que un perfil de velocidad con cambios de concavidad esta asociado con
una gran curva de nivel en la superficie R(u, Z). A medida que analizamos cada grupo de
curvas para un valor fijo de (2, se aprecia que la disminucién de ) provoca bifurcaciones en
el gradiente de velocidad. Ademas, al examinar como estas curvas dependen de J, se puede
concluir que, a medida que aumenta el valor del cambio en la ionizacion 4, las curvas de nivel
tienden a regularizarse. Esto sugiere que, con valores elevados de 6, las bifurcaciones en el
gradiente de velocidad tienden a disiparse, lo que se traduce en un perfil de velocidad mas
estable y menos propenso a cambios abruptos.

Pasando al andlisis detallado de la grafica 4.24b, se observa que los puntos criticos para cada
valor fijo de 2 se alejan progresivamente de la superficie estelar a medida que aumenta 4.
Esto se deduce de la definicion de la variable « = R, /r, donde valores mas cercanos a 0 en
el eje horizontal indican una mayor distancia respecto a la superficie estelar. Esta observacion
también se conecta con el andlisis de valores propios en la seccién anterior, donde se esta-
blecié6 que, a medida que el valor propio aumenta, el punto critico debe ubicarse mas lejos
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4.8. CONCLUSIONES Y DISCUSIONES ACERCA DE LOS RESULTADOS OBTENIDOS

de la superficie estelar. Este alejamiento indica un cambio en la estructura del viento estelar,
posiblemente relacionado con una mayor estabilizacion del viento en respuesta a un mayor
nivel de ionizacion.

4.8. Conclusiones y discusiones acerca de los resultados obteni-
dos

En primer lugar, es importante destacar que se han tomado soluciones lentas como punto de
partida en nuestro procedimiento de blusqueda de soluciones. Esta consideracion ha producido
soluciones numéricas lentas obtenidas del programa HYDWIND, ya que, como explica Araya et
al. [4], no es adecuado utilizar soluciones lentas como prueba para buscar soluciones rapidas, y
viceversa. Este enfoque subraya la necesidad de una cuidadosa seleccion inicial, considerando
que la naturaleza de la solucion de entrada influye directamente en el tipo de solucion que se
obtendra.

También se ha observado que tanto el aumento del cambio en la ionizacién § como la dismi-
nucién de la rotacién €2 tienden a incrementar el valor propio. Por lo tanto, al buscar soluciones
y determinar un valor propio adecuado, es recomendable optar por un aumento de este valor
cuando se considere una menor velocidad de rotacién y un incremento en la ionizacion. Esta
relacion sugiere que los cambios en estos parametros afectan directamente la estabilidad y el
comportamiento de las soluciones.

Para ampliar el andlisis, se destaca que los escenarios de bifurcacién no solo complican la
precision en la determinacién de los valores propios, sino que también tienen un impacto sig-
nificativo en la estabilidad del sistema. Las soluciones rapidas y lentas presentan dinamicas
diferentes, lo que exige un enfoque detallado y especifico para cada caso. Esto resalta la impor-
tancia de seleccionar adecuadamente los valores iniciales y los parametros de modelado, ya
que, influye en la obtencién de resultados precisos y consistentes en la simulaciéon de vientos
estelares. Un andlisis detallado de estos factores es necesario para comprender plenamente
las implicaciones fisicas y numéricas de las soluciones obtenidas en el contexto de los vientos
estelares.

4.9. Estudios numéricos futuros

Considerando que se han fijado los valores de o« = 0.5 y v,;s = 0.52, en base al criterio de
la consideracion de la solucion GammaVis que hemos tomado como perfil de prueba para
inicializar el procedimiento de busqueda de soluciones, y que la variacién paramétrica en la
obtencién de soluciones numéricas se ha centrado en la influencia de los parametros § y (2,
estudios futuros quizas podrian enfocarse en analizar conjuntamente la influencia de los cuatro
parametros mencionados. Veamos, por ejemplo, dos soluciones particulares, con valores de «
Y Ywis distintos, que se encontraron después de realizar toda la experimentacion numérica de
este trabajo y sus respectivas conclusiones.

Por un lado, la primera solucién numérica posee los siguientes resultados:

volkms 1] Voo[kms™1]  M[10-SMeyr—1] C e
1.64 x107%  1.15 x10+92 1.60 x10707 49.99 16.93

Cuadro 4.14: Resultados del perfil de velocidad utilizando o = 0.41, ~,;s = 0.51, 6 = 0.35y
Q =0.95.
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Perfil de Velocidad

. = HYDWIND
175 = Perfil de Prueba - file

150
125
100

75 1

v [kms™?

50 1

25 A

0 -1 T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0

u = -R«/r

Figura 4.25: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solucion lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto critico. Los parametros utilizados son o = 0.41, ~,;s = 0.51,
=035y Q=0.95.

Notemos en esta solucion lo baja que es la velocidad inicial. En la grafica presentada en la
Figura 4.25, se puede apreciar que el perfil de velocidad se mantiene siempre por debajo del
perfil de prueba. Ademas, se observa cémo la velocidad permanece constante y baja hasta
que comienza a incrementarse.

Por otro lado, para la segunda solucion se tiene:

volkms 1] Voo[kms™1]  M[10~SMuyr—1] C e
217 x107% 617 x1070! 212 x107% 33.86 31.75

Cuadro 4.15: Resultados del perfil de velocidad utilizando o = 0.40, ~,;s = 0.52, 6 = 0.35y
Q =0.99.

56
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Perfil de Velocidad
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Figura 4.26: Perfil de velocidad del viento (curva azul) de una solucion lenta utilizando o = 0.40,
Yis = 0.52 6 = 0.35 y Q = 0.99. El punto negro corresponde al punto critico alejado de la
superficie estelar.

Para obtener la solucién presentada en la Figura 4.26, se consigue con un perfil de prueba
cuya velocidad inicial, vy, es bastante alta. También se destaca lo baja que es la velocidad
terminal (cercana a 62 [km/s]), la cual es la mas baja encontrada en este trabajo. Ademas,
se observa que el perfil de velocidad crece a una tasa lenta; cerca de la superficie estelar, la
velocidad permanece constante. Ya mas proximos al punto critico, el aumento de la velocidad
parece seguir un patron de crecimiento exponencial.

Estos ejemplos son utiles para destacar que los cambios en los valores de «;, 745, 0 ¥ §2 juegan
un gran papel al describir los vientos estelares, ya que se observan cualidades notorias en las
cantidades fisicas asociadas a estos vientos. Cabe destacar que los experimentos numéricos
que consideren las variaciones de estos cuatro parametros, podrian ser considerablemente
mas sensibles en términos de convergencia, y los resultados obtenidos tal vez requeriran, a su
vez, una interpretacion mas cuidadosa.
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Capitulo 5

Conclusiones generales del trabajo de
titulo

En este trabajo, se han estudiado soluciones numéricas lentas provenientes de un modelo que
describe los vientos impulsados por radiacion en estrellas masivas. Este modelo, que ya ha
sido analizado en la literatura, esta descrito por ecuaciones diferenciales no-lineales y cambios
de variables adecuados que permiten dar un enfoque parameétrico.

Se utilizaron teoremas y herramientas numéricas que permiten una descripcion fisica de es-
tos vientos, con el objetivo de encontrar soluciones numéricas que proporcionen informacion
favorable para un analisis paramétrico. Este analisis se ha focalizado en la descripcion de
las cualidades intrinsecas del perfil de velocidad del viento, los valores propios asociados al
problema y la localizacion de puntos criticos.

Se realiz6 un estudio de caracter numérico que conecta los comportamientos descriptivos del
viento estelar con las soluciones numéricas del problema fisico abordado. A través de esto se
distingue como la eleccién de parametros debe ser cuidadosa, no solo para la convergencia
de soluciones numéricas, sino también para entender la dinamica de los valores propios y
la localizacion de puntos criticos, aspectos esenciales en la busqueda de nuevas soluciones
numeéricas.

A través del uso del codigo HYDWIND se ha logrado obtener soluciones lentas que muestran
una alta dependencia del cambio en la ionizacion a lo largo del tiempo, parametrizado por §
y la velocidad de rotacion Q2 en los intervalos [0.00,0.35] y [0.95,0.99] respectivamente. Estos
intervalos se han determinado a partir de la solucién que se toma como perfil de prueba inicial.
Para el caso de 4, el perfil de prueba comienza con § = 0, y se fue subiendo el valor hasta
encontrar dificultades numéricas en la convergencia de soluciones. Similar para 2, el perfil
de prueba comenzaba con 2 = 0.99, y se fue bajando el valor hasta llegar al punto donde
no se obtuvo convergencia para las soluciones numéricas. Asi se obtuvieron los intervalos
mencionados, donde los resultados numéricos fueron analizados.

Al estudiar los resultados obtenidos, se ha observado en primer lugar que todas las soluciones
presentadas son lentas, lo cual se refleja en la localizacidén de los puntos criticos, que se
encuentran a mas de 10 radios estelares. Esto se debe a que la solucion tomada como perfil
de prueba corresponde a una solucion lenta. Por lo tanto, es importante considerar que el
perfil de prueba influye en la naturaleza de las soluciones numéricas obtenidas. Luego, se ha
mostrado cdmo los parametros 0 y €2 estan estrechamente interconectadas en su contribucion
a las caracteristicas de los vientos estelares.

Por medio de presentaciones de figuras para el perfil de velocidad y cuadros que sintetizan
las cantidades de interés, como las velocidades terminales, tasa de perdida masa, los valores
propios, radios y puntos criticos. Se logra apreciar por un lado, la disminucion de €2 induce
cambios significativos en el gradiente de velocidad, provocando cambios de concavidad en
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el perfil de velocidad. Por otro lado el aumento de ¢ tiende a regularizar el comportamiento
del perfil de velocidad, favoreciendo una evolucion mas mondétona, es decir, un aumento en
la velocidad del viento estrictamente creciente a medida que se aleja de la superficie estelar.
Este comportamiento también se ve reflejado en el estudio grafico de las curvas, donde se
localizan los puntos criticos. Se ha logrado observar que la disminucion del valor de velocidad
de rotacioén €2, produce mayores amplitudes de estas curvas, mientras que el aumento en el
cambio de ionizacion 4, tiende a disminuir esta caracteristica.

A nivel fisico, la disminucién de Q2 provoca velocidades terminales cada vez mas altas, mien-
tras que el aumento en los valores de § resulta en una disminucion de estas velocidades, lo
que puede indicar un mayor arrastre de material, lo que reduciria su velocidad. Ademas, se ha
identificado una dependencia creciente de los valores propios conforme disminuye 2 y aumen-
ta 4. Por lo tanto, al buscar soluciones y determinar un valor propio adecuado. Considerando un
perfil de prueba correspondiente a una solucion analitica. Se recomienda optar por el aumento
del valor propio cuando se esté considerando una velocidad de rotacion €2 menor e incremen-
tos en el cambio de ionizacion §. Finalmente, se ha podido establecer una relacion entre los
valores propios y los puntos criticos, mostrando que a medida que el valor propio aumenta, el
punto critico se aleja progresivamente de la superficie estelar.

A través de estas observaciones, se obtiene un estudio preliminar vinculado en conjunto a es-
tudios posteriores focalizados en el analisis conjunto de los parametros k, a, vyis, 9 ¥ €2, con
el fin de establecer su influencia tanto en las caracteristicas del perfil de velocidad como en
las interpretaciones y efectos sobre las cantidades fisicas, como las velocidades terminales,
la tasa de pérdida de masa, el radio critico, entre otros. Ademas, un aspecto adicional a con-
siderar es la sensibilidad de las soluciones numéricas frente a variaciones en los parametros
mencionados. Las soluciones que podrian ser obtenidas pueden ser altamente dependientes
de pequenos cambios en estos parametros, lo que resalta la ayuda de un analisis matematico
cualitativo. Un enfoque analitico detallado podria ayudar a comprender mejor las cualidades de
las soluciones y proporcionar un marco tedrico mas robusto para anticipar como variaciones
conjuntas en los parametros, afectan el comportamiento del modelo que describe los vientos
estelares impulsados por estrellas masivas.
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Capitulo 6

Anexos

En este apartado se encuentran los anexos tanto para la profundizacién del programa HYD-
WIND, las herramientas matematicas, clasificacion de estrellas, soluciones extras para una

discretizacién mas fina de §.

6.1. Programa HYDWIND

Desde el programa HYDWIND, se emplea una forma de buscar nuevas soluciones ademas de
dar la ubicacion de los puntos criticos en funcidn de la variacion los parametros Q y 6.
Este programa utiliza un archivo de entrada llamado for011.dat el cual esta representado en el

siguiente cuadro:

Fila | Parametros

1 Nombre Modelo Flag1 Flag2 FTW
2 Ters log(g) R,

3 Q Tvis

4 k « )

5 YHe ZHe

6 Teoria Método Flag3 Flag4
7 tau/den Valor 1

8 7 n n

9 Oini Ocnd Ostep

10  Convg. Correction

11 Flag5 Flag6 Flag7  Flag8
12 Trivial v(r) Valor 2 Valor 3 Valor4 Flag9

Los valores tipicamente que se han variado son valores estelares, ya que, las "Flag”, nos
indican qué considerar, como la opcién file, que archivos de output guardar. etc. Por defecto

utilizamos la siguiente configuracion
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6.1. PROGRAMA HYDWIND

Fila_|

Parametros

Nombre Modelo

T F F

Teyy

log(g) R

Q

Yvis

Kk

« 0

0.1

1

ppk

sp F F

den

5.d-11

O N OO AW N —

T

Tn n

9 90

90 0

10 1e-6

1e-3

11 T

T F F

12 file

0 0 C F

Donde para la busqueda de nuevas soluciones, particularmente variamos las filas 2, 3 y 4 mas

el valor de C".

1 | BOIVTTT
25000. 3.5 10.00

# Model name — Prepend output file - print screen output - fastwind output
# Teff - logg - Radius

He/H - (A=0,B=1,0=2) electrons provided by helium nucleus
Theory — integration method - Oblate factor - Gravity Darkening

- value

vsound>v(@) - check discontinuity dw/du - (?) dw/du - (?) dw/du
(acc - fast - manual - dslow — file) - beta - vinf - vprop - next v(r)?

0.80 1.0 # Omega - Gamma_vis

0.32 0.565 0.02 # k — alpha - delta

0.1 1.0 #

ppk sp F F #

den 5.d-11 # Boundary condition: Tau / Den

1.0 200.0 900 # R_ini - R_end - No points in the mesh
90 90 @ # theta_ini - theta_end - theta steps
le-6 le-3 # convergence error — convergence jumps
TTFF #

fast 1.5 400.0 30.0 T #

manual 1.5 400.0 30.0 F

Figura 6.1: Vista preliminar del archivo de entrada para el programa HYDWIND donde se ven
especificados todos los parametros a considerar para la busqueda del perfil de velocidad.

Ahora, el programa produce dos archivos .dat de salida, uno de ellos especifica el valor numéri-
co del perfil de velocidad en cada punto de la malla y el otro archivo nos produce un resumen
de los valores encontrados por el programa, destacando el perfil de velocidad, la tasa pérdida
de masa, el punto critico y la relacion Wind Momentum Luminosity.

1 || ——————————————— HYDWIND v3.3 (12/2022)

Date: 1/ 7/2023
Time: 4: 7:15

spkkkkk star @ BOIV

Oblate Factor: OFF Gravity Darkening: OFF

T_eff = 2.500E+04 T(theta) = 2.500E+04
1 Logg = 3.500E+00 Logg(theta) = 3.500E+00
Rstar(pole) = 6.960E+11 Rstar(theta) = 6.960E+11
Rstar_p/Rsun=  1.000E+01 Rstar_th/Rsun = 1.000E+01
Mstar = 2.295E+34 Mstar/Msun = 1.154E+01
Lstar = 1.348E+38 Lstar/Lsun = 3.524E+04
V_th(km/s) = 2.033E+01 athpr(km/s) = 1.802E+01
Vrot(eq) = 3.613E+02 Vrot(theta) = 3.613E+02
theta(deg) = 9.000E+01 Omega = 8.000E-01
Vesc(km/s) = 6.387E+02 sigele = 3.129E-01
Verit(kn/s) = 4.517E+02 gammavis = 1.000E+00
nue = 6.364E-01 gamma = 7.310E-02
Y_He = 1.000E-01 Z_He = 1.000E+00
Log(Q) = -1.204E+01 Qbar(Gayley) = 2.792E+03
Vter_cak = 7.280E+02 Mloss_cak = 1.967E-01 (Msunxle-6/year)
Vter_fa = 1.669E+03 Mloss_fa = 1.1256-01 (Msunxle-6/year)

ek Line force accoring to ppk theory sk

sorrknonx Line force parameters :

kion = 3.200E-01 alpha = 5.650E-01
delta = 2.000E-02

orrokpickk numerical results

photosphere :

v_ph(kn/s)= 5.083E-01 w_ph = 2.821E-02
dw oh = 7.248E+01

critical point :

u_crit = -5,874E-02 r_crit = 1.702E+01

w_crit = 2.040E+01 v_crit(km/s) = 3.676E+02

dw_crit = 3.538E+01 dens_crit = 2.304E-02

z_crit = 5.765E-01 y_crit = 7.218E+02

eig_val = 3.253E+01 mass_loss = 2.455E-01 (Msunxle-6/year)
terminal velocity :

v_ter = 4.141E+02 at r = 2.000E+02

wind_density

Rho_w = 5.928E+00 Log(Rho_w) = 7.729E-01

sofokfokiok - Wind Momentum Luminosity (WLR):

D_mom = 2.026E+27 Log(D_mom) = 2.731E+01

Fprkprklk statistic

mesh point number = 851
boundary condition = 5.0002E-11

cr_pt between 1.6865E+01 and 1.7187E+01
iterations = 318
error = 6.5858E-07

sprkkkikk succeed trial profile:

manual 1.50  400.00 30.00
Fokkkkkkkk lower boundary condition:
den 0_5000F-10

Figura 6.2: Archivo de salida en el cual se resume las cantidades encontradas en el programa.



6.1. PROGRAMA HYDWIND

Ademas contamos con un codigo de Python que ilustra de manera clara los outputs del pro-
grama HYDWIND a través de graficos para el perfil de velocidad mas un resumen en forma de
cuadro para los parametros estelares.
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6.1. PROGRAMA HYDWIND

Perfil de Velocidad

V(r/R) (interior)

—— HYDWIND 30 4
400
25 1
3007 5720 A
IU) Ill)
€ IS
= 200 A 215
> >
10 A
100 A
5 -
0 -7 T T T T 0 T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 1.000 1.005 1.010 1.015 1.020 1.025
u = -Ri/r r/R«
Perfil de Velocidad dv/dr
—— HYDWIND
4004 Perfil de Prueba - manual -4
_5 -
— 300 —
7 5
n ;_6 -
g A
X
=200 - o
> 2 7
100 - -8
0 =9 = T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 0 20 40 60 80 100
u=-Ru/r /R«
dw/du Densidad
_10 -
120 4
_ll -
100 _12
E] 80 - §_:|_3 4
2 2-14 1
_15 -
40
_16 -
20 - 17 4
0 -1 T T T T —18 T T T T T T
-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0 -4 -3 -2 -1 0 1 2
U= -Rr log (r/R«—1)
g_line
1600 1 Model: BOIV
1400 4 ¢
Parametros Estelares:
1200 + Tefr = 25000.0 [K] Q= 0.8 yyis= 1.0
1000 - log g= 3.5 R«=10.0 [Ro]
¢ 800 - k= 0.32 a= 0.565 6= 0.02
> Resultados:
600 - Po= 5.00 x 10711 [gr cm~3]
400 - Vv=5.08 x 10791 [km s71]
200 - Vo=4.14 x 10%92 [km s71]
04 M= 2.45x 10791 [1076 M, yr_l]
T T T T T T T T
0.0 25 5.0 75 10.0 125 150 17.5 20.0

/R«

© Hydwind-v3.3

Figura 6.3: El codigo de Python entrega el siguiente conjunto de graficos, donde en el primer
gréfico vemos el perfil de velocidad en km~! en azul tomando el cambio de variable « lo cual
hace que la superficie esté representada por —1 en el eje horizontal, ademas observamos la
ubicacion del punto critico en negro. El cuadro con dos curvas, muestra el perfil de velocidad
inicial del programa en la curva roja, la cual converge a la curva azul, es decir, el perfil de
velocidad del viento inicial, converge al perfil de velocidad descrito por la curva azul del primer
recuadro. Finalmente, se presenta el cuadro de parametros y resultados.
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6.2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS

Esto establece cuando una solucion fisicamente relevante, ya que cumple con las condiciones
mencionadas en este escrito las cuales son, comenzar en la superficie, atravesar el punto
critico y extenderse hacia el infinito.

6.2. Herramientas matematicas

El programa HYDWIND funciona con el método de Diferencias Finitas (detalles en [23]) para
la discretizacion de la ecuacion (3.4). Este método es una técnica numérica para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales. Su fundamento se basa en la idea de aproximar las
derivadas de una funcion mediante diferencias finitas entre valores de la funciéon en puntos
discretos.

En lugar de trabajar con funciones continuas, el dominio del problema (generalmente un in-
tervalo en una dimensién o una regién en dos o mas dimensiones) se divide en una malla de
puntos discretos.

Para una funcion f(x), la primera derivada f’(x) puede aproximarse por una diferencia finita:

() ~ f(ﬂvz‘+1)h— f(:zi)’
donde h es el tamano del paso entre los puntos z; y ;4.
Luego de este paso de discretizacion el programa toma como método de integracién por de-
fecto el método Spline (mas detalles en [23]).

En la Seccién 3.1 hemos remarcado el problema de la no normalizacion de la ecuacion que
describe el modelo, debido a esto presentamos el Teorema de la Funcién Implicita [15], una
herramienta Util para la construccion del sistema dinamico.

(6.1)

Teorema 6.2.1. Funcion Implicita. Supongamos que F : R" xR — R" es una funcién continua
y diferenciable de las variables (yi,...,y,) € R" y z € R, tal que F(0,0) = 0. Si el Jacobiano
de la matriz DF(0,0) (donde (DF);; = g—’;%’ ) es invertible entonces existe ¢ > 0 y una curva
suave

yi=Yi(z,) i=1,...,n,

la cual es tnica solucion de F (y1,...,yn,2) =0 en|z| <e, |y| < e.

Se tiene la necesidad de considerar un resultado sobre existencia de una solucién para un pro-
blema de Cauchy para EDOs donde las funciones sean analiticas (ver la version generalizada
para EDP [17]).

Teorema 6.2.2. Cauchy-Kowalevski. Supongamos que tenemos un sistema de EDOs de
primer orden de la forma:

dyi

I = Fi(t,y1,Y2,---,Yn), 1=1,2,...,n (6.2)

con condiciones iniciales:

yl(o) =vi0, t=12,...,n, (63)

donde las funciones F;(t,y1,v2, - . ., yn) SOn analiticas en un entorno del punto inicial (0, y10, Y20, - - -

en el espacio R"*1.
Entonces existe un intervalo (—T,T) alrededor de t = 0 y una solucion analitica y;(t) para
i=1,2,...,n en este intervalo, ademas la solucion es tnica en el intervalo (—T,T).
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6.2. HERRAMIENTAS MATEMATICAS

Veamos un ejemplo para evidenciar la problematica de una ecuacién no normalizada y su
relacion con la normalizacion en la derivada como sigue:

W) =1,

2 (0) =0, (6.4)

Este problema describe de manera precisa la gran dificultad que conlleva una no linealidad en
la derivada, ya que podemos tener dos soluciones como sigue:

y(t) = {t’ (6.5)

Debido a la condicion inicial y(0) = 0, y dado que la ecuacién no esta normalizada, no pode-
mos garantizar la unicidad de una solucion.

Ahora si se considera el teorema de la funcién implicita, para la funcion F(t,y,y') = (v')? — 1,
el teorema garantiza la existencia de una funcion y(t) en torno a un punto si la derivada parcial
de F con respecto a y' no es cero. Para este caso, tenemos:

oF
oy =2y (6.6)
En los puntos donde 3/ = +1, la derivada parcial es 2 o -2, lo cual no es cero, lo que confirma
la aplicabilidad del teorema para obtener las soluciones encontradas.

Para el ejemplo anterior tanto la ecuacién como la condicion inicial son analiticas, ademas
las dos soluciones encontradas también lo son (son polinomios), por tanto, dado el teorema
anterior, ambas soluciones son validas, luego se concluye sobre la problematica de no poder
garantizar la unicidad en t=0.

Por otro lado, dado que el problema fisico depende de varios parametros, se necesita un
teorema de dependencia continua de estos [16]:

Teorema 6.2.3. Dependencia Continua de los Parametros. Supongamos que X' = F,(X)
un sistema de ecuaciones diferenciales para el que F, es continuamente diferenciable tanto
en X como en a. Entonces el flujo de este sistema también depende continuamente de a.
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6.3. CLASIFICACION DE ESTRELLAS

6.3. Clasificacion de estrellas

Spectral Type  Characteristics

0] Hottest blue-white stars with few lines
Strong He II absorption (sometimes emission) lines.
He I absorption lines becoming stronger.

B Hot blue-white
He I absorption lines strongest at B2.
H I (Balmer) absorption lines becoming stronger.

A White
Balmer absorption lines strongest at A0, becoming weaker later.
Ca II absorption lines becoming stronger.

F Yellow-white
Ca II lines continue to strengthen as Balmer lines continue to weaken.
Neutral metal absorption lines (Fe I, Cr I).

G Yellow
Solar-type spectra.
Ca II lines continue becoming stronger.
Fe 1, other neutral metal lines becoming stronger.

K Cool orange
Ca II H and K lines strongest at KO, becoming weaker later.
Spectra dominated by metal absorption lines.

M Cool red
Spectra dominated by molecular absorption bands,
especially titanium oxide (TiO) and vanadium oxide (VO).
Neutral metal absorption lines remain strong.

L Very cool, dark red
Stronger in infrared than visible.
Strong molecular absorption bands of metal hydrides (CrH, FeH), water
(H»0), carbon monoxide (CO), and alkali metals (Na, K, Rb, Cs).
TiO and VO are weakening.

T Coolest, Infrared
Strong methane (CH,) bands but weakening CO bands.

Figura 6.4: Clasificacion de estrellas tipo espectral (tomada de [6]).

6.4. Cuadros de Soluciones
Aca se presenta una discretizacion para el valor de § mas fina para evidenciar esquemati-

camente la dependencia continua de este parametro. De igual forma que en el capitulo de
resultados, se consideran fijos los valores de a = 0.5 y 7,;s = 0.52.
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6.4. CUADROS DE SOLUCIONES

a =05,k =0.32, ypis = 0.52

M[10-5 Myyr—1]

C

) Q ‘ volkms™!] Voo [kms™1] e Ue
0.001 0.99 | 1.45 x 107 1.07 x 1072 1.42x107°2  20.39 20.45 —4.890 x 102
0.002 0.99 | 1.46 x 107 1.07 x 10702 142x107°?  20.41 20.54 —4.890 x 1072
0.003 0.99 | 1.46 x 10790 1.07 x 10702 143 x107% 2043 20.54 —4.890 x 1072
0.004 0.99 | 1.46 x 10T 1.07 x 1072 1.43x107%2 2045 20.54 —4.890 x 102
0.005 0.99 | 1.46 x 107 1.07 x 10702 143 x107°2  20.47 20.54 —4.890 x 1072
0.006 0.99 | 1.46 x 10790 1.07 x 10702 143 x107% 2049 20.54 —4.890 x 1072
0.007 0.99 | 1.46 x 107 1.07 x 1072 1.43x107°2 2051 20.54 —4.890 x 10~
0.008 0.99 | 1.46 x 107 1.07 x 1072 1.43x107°2 2053 20.54 —4.890 x 102
0.009 0.99 | 1.47 x 1079 1.07 x 107°% 143 x107%  20.55 20.54 —4.890 x 1072
0.01 0.99 | 1.47 x 107 1.07 x 107°2 143 x107°2  20.56 20.82 —4.803 x 1072
0.011 0.99 | 1.47 x 10T 1.07x 1072 1.44x107°2 2058 20.82 —4.803 x 102
0.012 0.99 | 147 x 10T 1.07x 1072 1.44x107°2  20.60 20.82 —4.803 x 102
0.013  0.99 | 1.47 x 107 1.06 x 10702 144 x107°?  20.62 20.82 —4.803 x 1072
0.014 0.99 | 1.47 x 107 1.06 x 10702 144 x107°%  20.64 20.82 —4.803 x 1072
0.015 0.99 | 1.48 x 10T 1.06 x 1072 1.44x107°2  20.65 20.82 —4.803 x 10"
0.016 0.99 | 1.48 x 107 1.06 x 107°2 144 x107°%  20.67 20.82 —4.803 x 1072
0.017 0.99 | 1.48 x 107 1.06 x 10702 1.45x107°%  20.69 20.82 —4.803 x 1072
0.018 0.99 | 1.48 x 10T 1.06 x 107%2  1.45x107%2  20.71 20.82 —4.803 x 10"
0.019 0.99 | 1.48 x 10T 1.06 x 1072 1.45x107°2  20.73 20.82 —4.803 x 102
0.02  0.99 | 1.48 x 107 1.06 x 10702 1.45x107°%  20.75 20.82 —4.803 x 1072
0.021 0.99 | 1.49 x 1079 1.06 x 107°%  1.45x107%  20.77 20.82 —4.803 x 1072
0.022 0.99 | 1.49 x 10T 1.06 x 1072 1.45x107%2  20.79 20.82 —4.803 x 102
0.023 0.99 | 1.49 x 107 1.06 x 10702 1.46x107°2  20.81 21.31 —4.693 x 1072

Cuadro 6.1: Resultados de las soluciones numéricas encontradas para distintos valores de § y
Q considerando valores fijos de a = 0.5 y 7,;s = 0.52. Con incrementos del parametro § mas

finos.

Este Cuadro 6.1 busca remarcar la dependencia continua del parametro ¢ donde para incre-
mentos pequenos del valor, los resultados para la caracterizacion del viento varian en menor
medida para un valor fijo de 2 = 0.99
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6.4. CUADROS DE SOLUCIONES

a =05,k =0.32, ypis = 0.52

M[10-5 Myyr—]

C

5 Q ‘ volkms™!] Voo [kms™!] Te Ue
0.03 099 | 1.50 x 1070 1.05 x 107%2 147 x107%2  20.93 21.31 —4.693 x 1072
0.035  0.99 | 1.51 x 107 1.05 x 10792 148 x 10792  21.03 21.31 —4.693 x 10792
0.04  0.99 | 1.52x 1079 1.05 x 1002 1.49x107°% 2112 21.31 —4.693 x 107
0.045 099 | 1.53 x 1070 1.04 x 107%2 1,50 x 107%2  21.21 21.82 —4.583 x 1072
0.05*  0.99 | 1.54 x 107 1.04 x 10702 151 %1079  21.30 21.82 —4.583 x 107"
0.06  0.99 | 1.56 x 1079 1.03 x 10%92 153 x107%% 2148 21.82 —4.583 x 107%
007  0.99 | 1.59 x 1070 1,03 x 107%2 1,55 x 107%2  21.66 22.36 —4.473 x 1072
008  0.99 | 1.61 x 1070 1.02x 1072 158 x 10792 21.84 2236 —4.473 x 107"
0.09  0.99 | 1.64 x 1079 1.01 x 1092 1.61x107°% 22,01 2236 —4.473 x 107
0.1* 099 | 1.67x 10T 1.0x10T2  1.64x107% 2219 2292 —4.362x 107"
0.15*  0.99 | 1.87 x 10T 9.71 x 107" 1.84x107%  23.01 24.14 —4.142x107*
0.2 0.99 | 224 x 1070 938 x 107" 219x 1079  23.78 2550 —3.921 x 1072
0.25* 099 | 2.89 x 107 9.06 x 10701 2.83x107%% 2447 2624 —3.811 x 107%
0.3* 099 | 430 x 10790 877 x 10700 4.21x107%% 2511 27.85 —3.591 x 107%?
0.35*  0.99 | 8.24 x 10T 858 x 107" 8.06 x 10792 2582 28.72 —3.481 x 1072
0.385873 0.9 | 1.65 x 10M00  8.65 x 107°0  1.62x 107°"  26.71 28.73 —3.481 x 10~

Cuadro 6.2: Continuacion del Cuadro 6.1. Los valores de 6 acompanados por * se encuentran
presentes en los cuadros del capitulo de resultados. Se calculan soluciones numéricas hasta
el limite del valor de 4 mas alto que se pudo obtener.
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