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Resumen

El estudio de los vientos estelares emanados de estrellas masivas es crucial para entender la
evolución estelar y el enriquecimiento de sus entornos. Estos vientos, impulsados por la inter-
acción entre la radiación y el gas estelar, determinan propiedades observables clave, como la
velocidad terminal y la tasa de pérdida de masa. Este trabajo de tı́tulo aborda la complejidad de
modelar estos vientos mediante un enfoque analı́tico, resolviendo numéricamente ecuaciones
no lineales que describen la dinámica del perfil de velocidad del viento y la tasa de pérdida
masa.
Se ha presentado una construcción preliminar del modelos en base a ecuaciones elementales
y cambios de variables adecuados, permitiendo una descripción fı́sica detallada de los vientos
estelares. A través de un procedimiento numérico, se identificaron soluciones numéricas favo-
rables para el análisis paramétrico, centrándose en el perfil de velocidad del viento, los valores
propios del problema fı́sico, y la localización de puntos crı́ticos.
En este trabajo, utilizando un modelo de viscosidad, se muestra que los parámetros: de ioniza-
ción δ y velocidad de rotación Ω son fundamentales para las caracterı́sticas del viento estelar.
Se encuentra que la disminución de Ω provoca velocidades terminales más altas, mientras que
un aumento en δ suaviza el perfil de velocidad, en el sentido de una evolución más monótona.
Además, se identifica una relación entre la tasa de pérdida y los puntos singulares a través de
la interpretación de valores propios: a medida que los valores propios aumentan, los puntos
singulares se alejan de la superficie estelar.
Finalmente, a partir de los resultados presentados en el trabajo de tı́tulo, estos se pueden in-
terpretar como un estudio preliminar de análisis posteriores enfocados, tal vez, en un estudio
conjunto de los parámetros k, α, γvis, δ y Ω, además de considerar la sensibilidad de las so-
luciones numéricas a las variaciones en los parámetros mencionados. Un análisis matemático
cualitativo podrı́a ser útil para entender mejor cómo estos cambios afectan el comportamiento
del modelo de los vientos estelares.
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3.1. Aplicación hidrodinámica de los modelos CAK . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25
3.2. Planteamiento de los modelos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26
3.3. Transformación de coordenadas y sistema de ecuaciones . . . . . . . . . . . . . 27

3.3.1. Linealización y criterio de valores propios . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
3.4. Antecedentes para la localización de candidatos a puntos singulares . . . . . . . 30

4. Resultados para el perfil de velocidad del viento estelar 34
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Capı́tulo 1

Introducción

El conocimiento sobre las caracterı́sticas del viento estelar emanado de estrellas masivas a
través de la pérdida de masa, desempeña un papel fundamental en la comprensión de los pro-
cesos de evolución estelar, en el enriquecimiento de los entornos cercanos a estas estrellas;
además de proveer un método de cálculo de distancias.
Estos vientos se originan a través de la transferencia de cantidad de movimiento desde el
campo de radiación hacia el gas, un proceso que se lleva a cabo mediante la dispersión de la
radiación en las lı́neas espectrales. Este mecanismo de impulso es responsable de la acele-
ración del viento estelar y define muchas de sus propiedades observables, como la velocidad
terminal y la tasa de pérdida de masa.
La precisión en la determinación de parámetros del viento, tales como la velocidad terminal y
la tasa de pérdida de masa, es esencial para el análisis de las propiedades de los vientos en
estrellas masivas. Desde una perspectiva teórica, este desafı́o implica la resolución de ecua-
ciones de balance de la cantidad de movimiento y de la masa que son no lineales. A estas
ecuaciones se les añaden condiciones particulares, donde la dinámica del flujo y la depen-
dencia paramétrica de los modelos están estrechamente interrelacionadas, lo que aumenta la
complejidad de su resolución.
La teorı́a comúnmente utilizada para explicar las caracterı́sticas observadas de los vientos es-
telares se basa en el modelo hidrodinámico desarrollado por Castor, Abbott y Klein en 1975
(conocido como el modelo “CAK”). Este modelo, ha sido mejorado por Friend & Abbott [14] y
Pauldrach et al. [22] en 1986, logrando un acuerdo general con las observaciones. Esta con-
cordancia con las observaciones llevó al desarrollo de un nuevo método para determinar las
distancias galácticas utilizando estrellas masivas como referencia, basado en la relación entre
la Cantidad de Movimiento del Viento y la Luminosidad (conocida como “WML”, ver [21]). Aun-
que los vientos estelares pueden ser implementados en la determinación de estas distancias
u otros alcances astronómicos (ver por ejemplo An Introduction to Modern Astrophysics [6]), el
enfoque de este trabajo se centra en analizar sus cualidades intrı́nsecas de estos vientos, tales
como la velocidad terminal y la tasa de pérdida de masa a través de un enfoque paramétrico.
Desde un punto de vista matemático, la ecuación de movimiento estacionaria que describe el
gradiente de velocidad del viento se expresa de la forma:(

1− a2

v2

)
r2vv′ +GM(1− Γ)

(
1− Ω2

(
R∗
r

)2γvis−1
)

− 2a2r − r2gL = 0, (1.1)

donde v denota la velocidad del viento estelar, r la distancia del viento a la superficie de la
estrella, y gL una función que depende de las variables r, v y v′ mediante la cual se describe
la contribución la fuerza de radiación. En este último término se encuentran las contribucio-
nes de los parámetros del multiplicador de fuerza k, α y δ, en el término gL reflejando ası́ la
fuerte dependencia paramétrica. Por otro lado, el estudio de esta ecuación presenta diversas
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dificultades, como el desarrollo de singularidades cuando la velocidad del viento es igual a la
velocidad del sonido (constante a), entre otras.
Para que una solución de esta ecuación tenga interpretación fı́sica y describa los vientos ob-
servados, es necesario imponer diversas condiciones, de tal modo que la solución comience
en la fotosfera estelar y atraviese el punto donde la velocidad alcanza el valor crı́tico vc = a
(ver ecuación (1.1)). El punto anteriormente mencionado se denomina punto crı́tico o punto
singular, y el cumplimiento de v = vc conduce a la imposición de una condición, denominada
condición de singularidad. Además se necesita que la velocidad del viento pueda extenderse
a través del espacio, lo cual induce una condición de regularidad.
La interpretación esquemática del problema se presenta en la Figura 1.1

Figura 1.1: Esquema de las condiciones requeridas para que una solución tenga relevancia
fı́sica. La solución debe comenzar en la superficie estelar, atravesar el punto crı́tico y luego
desarrollar su velocidad terminal. La curvas negras continuas representan trayectorias de so-
luciones sin interpretación fı́sica correcta.

Ası́, el modelo CAK se describe a partir de la ecuación de movimiento, la condición de singulari-
dad, condición de regularidad y la condición de contorno impuesta en la fotosfera. Acompañan-
do estas condiciones, existe un valor propio asociado al problema, el cual contiene información
principalmente relacionada con la tasa de pérdida de masa (Ṁ ).
En este trabajo, se busca analizar las cualidades tanto fı́sicas como numéricas de las solucio-
nes descritas por el modelo, centrándose en la influencia de los parámetros de ionización δ y
velocidad de rotación Ω a través de una herramienta computacional denominada HYDWIND.
En la literatura, generalmente se ha trabajado con valores altos de ionización y velocidad de
rotación por separado; es decir, cuando un parámetro posee un valor alto, el otro es bajo (ver
por ejemplo Araya et al. [5] y Rodrı́guez [25]). Estos parámetros serán estudiados en los in-
tervalos [0.00, 0.35] y [0.95, 0.99] respectivamente. Los incrementos realizados para el valor de
δ serán de 0.05, mientras que para el parámetro Ω, los decrecimientos se efectuarán con un
paso de 0.01.
Tomando una solución previa como condición inicial, se buscará calcular soluciones “lentas”
que se caracterizan por tener velocidades terminales bajas, basadas en la teorı́a m-CAK, que
describe el perfil de velocidad del viento cuando el parámetro de fuerza lineal relacionado con
la ionización δ y la velocidad de rotación Ω toman valores más altos que los proporcionados
por la solución m-CAK estándar o “rápida”.
Las soluciones provenientes del modelo utilizado para la descripción del problema fı́sico, están
asociadas a un valor propio y a un punto crı́tico (o singular mencionado previamente). Este
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1.1. OBJETIVOS

último se relaciona con la variable independiente de la ecuación, que es de tipo espacial, donde
las soluciones que se describen están localizadas en el plano ecuatorial de las estrellas. En
cuanto a los valores propios que guardan relación con la tasa de pérdida de masa y los puntos
crı́ticos; se buscará establecer una relación entre los parámetros δ y Ω, además de conectarlos
con cantidades fı́sicas como las velocidades terminales.
Este trabajo adicional a la literatura, entrega una comprensión de cómo estos parámetros in-
fluyen en la estructura y dinámica de los vientos estelares. Primeramente se recopilará defini-
ciones y ecuaciones elementales, las cuales proporcionan información sobre el modelo. Luego
se presentará el tratamiento y análisis matemático empleado en la literatura, que permite la
obtención de soluciones numéricas e información sobre la localización de los puntos crı́ticos.
Después se presentarán los resultados obtenidos y sus respectivas conclusiones.

1.1. Objetivos

2.1 Objetivo General

2.1.1 Analizar la dinámica y cualidades de las soluciones lentas descritas por el modelo
en base a la influencia de rotación Ω e ionización δ.

2.2 Objetivos Especı́ficos

2.2.1 Calcular soluciones numéricas lentas para distintos valores de Ω y δ.

2.2.2 Describir fı́sicamente soluciones centrado a velocidades iniciales, terminales y tasas
de pérdida de masa.

2.2.3 Relacionar la dependencia de los valores propios con los parámetros del modelo Ω
y δ.

2.2.4 Identificar la evolución de los puntos crı́ticos en función de los valores propios.

1.2. Estado del Arte

En esta sección se mencionan 3 artı́culos acorde a las dificultades intrı́nsecas de esta pro-
blemática. Los artı́culos que proporcionan los resultados utilizados en este trabajo se van
mencionando en función de la necesidad de estos.

1.2.1. Soluciones fı́sicas

F.X. de Araújo. ”The equatorial plane of Be stars: an outflow driven by optically thin lines?”.
En: Astronomy and Astrophysics 298 (1995), págs. 179-186.

El autor presenta soluciones numéricas precisas para la ecuación del movimiento radial en el
plano ecuatorial de estrellas de tipo B en rotación. Además, introduce un parámetro empı́rico
de la viscosidad (para este trabajo de tı́tulo se denomina γvis). Se ha considerado un flujo
de salida impulsado principalmente (o únicamente) por lı́neas ópticamente delgadas. Esto se
hace disminuyendo el valor del parámetro radiativo α en el dominio (ver Figura (1.2)).
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1.2. ESTADO DEL ARTE

Figura 1.2: Perfiles de velocidad (B0-B1 star), para distintos valores de α (imagen tomada de
[12]).

Esto indica que los cálculos de velocidades muestran un decrecimiento en el perfil de velocidad
cuando se disminuye el parámetro α, esto es independiente de otros parámetros como la
rotación, temperatura, etc. Además el autor menciona que ¿Es éste el principal mecanismo
presente en el plano ecuatorial de las envolturas de las estrellas Be?. Ahora no se puede dar
una respuesta definitiva a esta pregunta. Deberı́an desarrollarse modelos más elaborados: la
fuerza radiativa debe calcularse de forma autocoherente en lugar de considerar α y k como
parámetros ”libres”.

1.2.2. Coexistencia

I. Araya, M. Curé, A. ud-Doula, A. Santillán and L.Cidale. ”Co-existence and switching
between fast and Ω-slow wind solutions in rapidly rotating massive stars”. En: MNRAS
477 (2018), págs. 755-765.

En este artı́culo, los autores relatan que la mayorı́a de los vientos impulsados por radiación de
las estrellas masivas pueden modelizarse con la teorı́a m-CAK, lo que da lugar a la denomi-
nada solución rápida. Sin embargo, las estrellas de rotación más rápida entre ellas, especial-
mente cuando la velocidad de rotación es superior a 75 % de la velocidad de rotación crı́tica,
pueden adoptar una solución diferente, la llamada solución Ω-slow, caracterizada por un viento
denso y lento. Usando herramientas computacionales para los casos estacionarios (este caso
referente a este trabajo de tı́tulo) y dependientes del tiempo. Se estudia la región de transición
de las soluciones donde la solución rápida cambia a la solución lenta, se estudia esta región
de transición para varios modelos ecuatoriales de estrellas de tipo B. En un cierto rango de
valores, la solución rápida cambia a la solución lenta. En un cierto rango de velocidades de
rotación, se encuentra una región en la que la solución rápida y la lenta pueden coexistir.
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1.2. ESTADO DEL ARTE

Figura 1.3: Soluciones del viento en estado estacionario a varias velocidades de rotación pa-
ra un modelo estelar B2.5 de secuencia principal. Las soluciones se obtienen con el código
estacionario HYDWIND. Las curvas corresponden a los perfiles de velocidad en función de la
coordenada radial inversa u. Las curvas continuas y discontinuas corresponden a las solucio-
nes rápida y lenta, respectivamente (imagen tomada de [4]).

1.2.3. Análisis topológico

M. Curé y D. Rial. ”The influence of rotation in radiation driven winds from hot stars II.
CAK topological analysis”. En: Astronomy and Astrophysics 428 (2004), págs. 545-554.

En este artı́culo los autores, tras cambios de variables y la introducción de una nueva variable
independiente sin sentido fı́sico, se logra sustituir la ecuación diferencial no lineal de movi-
miento por un sistema de ecuaciones diferenciales en el que todas las derivadas están dadas
explı́citamente. Esto proviene de la ampliación del estudio de vientos estelares incluyendo el
efecto de la rotación estelar y los cambios en la ionización del viento.
En este artı́culo, para el caso particular donde el viento no contempla ionización (δ = 0) para
el cuál sólo se encuentra una solución fı́sica, la solución CAK estándar, con un punto crı́tico
tipo silla. Para el caso más general (δ ̸= 0), junto al punto crı́tico (CAK estándar), se encuentra
otro punto crı́tico tipo sumidero que no es representativo a nivel fı́sico (ver Figuras 1.4 y 1.5).
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1.2. ESTADO DEL ARTE

Figura 1.4: La topologı́a del modelo rotatorio-CAK utilizando δ = 0, p en función de (r/R∗ − 1)
para Ω = 0, 25. La curva única que comienza en la superficie estelar y continúa alejándose de
la superficie es la solución original CAK (lı́nea continua) (imagen tomada de [11]).

Figura 1.5: Las distintas curvas corresponden a distintos valores de los valores propios (usando
δ ̸= 0). La curva de la izquierda comienza en el punto crı́tico (silla) y se ve atrapada por el
atractor (imagen tomada de [11]).

Es preciso remarcar de la Figura 1.5, la dificultad intrı́nseca en la identificación de valores
propios, ya que, se ilustra que para distintos puntos crı́ticos no hay admisibilidad de soluciones
con interpretación fı́sica.
Estos artı́culos, son referentes en este trabajo ya que representan las distintas adversidades
en la problemática:

La determinación de los parámetros fı́sicos utilizados para encontrar soluciones.

Las transiciones entre soluciones lentas y rápidas en función de los parámetros.

La ubicación de puntos crı́ticos.
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Capı́tulo 2

Nociones y modelos fı́sicos

En este capı́tulo, se abordan los elementos esenciales para la descripción, fundamentación
y modelización de vientos impulsados por estrellas masivas. Se presentarán las definiciones
elementales, como cuáles son las estrellas de interés hacia la problemática. Además, las pro-
piedades de estas estrellas en relación con el viento y la pérdida de masa, también cómo
construir un modelo que permita realizar una descripción de los vientos estelares.

2.1. Definiciones elementales

Las estrellas calientes tienen temperaturas superficiales que superan aproximadamente los
7500 grados Kelvin (K). Y las estrellas masivas se consideran que tienen masas superiores a
8 masas solares M⊙ (ver Araya [2]).
Una de las motivaciones principales en el estudio de vientos estelares, es determinar distan-
cias estelares y galácticas, a través de la relación Momentum del Viento-Luminosidad. Esto se
emplea identificando estrellas masivas en la galaxia objetivo, donde nos centraremos en las
estrellas tipo B (dentro del anexo se encuentra una tabla para la clasificación de estrellas).
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2.2. VIENTOS ESTELARES

Figura 2.1: Evolución y clasificación de estrellas masivas según temperatura y luminosidad
bajo el diagrama HR.

Las estrellas tipo B, cuyas principales caracterı́sticas son (para mas detalles ver [6]):

Tienen temperaturas superficiales entre aproximadamente 10000 y 30000 grados Kelvin.

Son de color blanco-azulado debido a su alta temperatura.

Su espectro está dominado por lı́neas de absorción de Hidrógeno y de elementos ioni-
zados como Helio, Oxı́geno, Carbono y Nitrógeno. Las lı́neas de Helio neutro son promi-
nentes en los espectros de las estrellas B.

Son muy luminosas, significativamente más que el Sol. Esto se debe tanto a su alta
temperatura como a su tamaño relativamente grande.

Tienen masas que oscilan entre 9 y 25 veces la masa del Sol.

2.2. Vientos estelares

Dentro del estudio de vientos estelares, se tienen 2 parámetros fundamentales para caracteri-
zar a estos, la tasa de pérdida de masa Ṁ estelar y la velocidad terminal del viento v∞.
La tasa de pérdida de masa, es el valor que explica la cantidad de materia expulsada por la
estrella por unidad de tiempo debido a las reacciones del interior de esta. Este valor gene-
ralmente se expresa en masas solares por año M⊙yr

−1. Si se tiene en cuenta por ejemplo
nuestro Sol, la pérdida de masa de este es del orden 10−4M⊙yr

−1, mientras que en las estre-
llas de interés para este trabajo, las tipo B, es del orden de 10−6M⊙yr

−1 (ver Fernández [13]).
La tasa de pérdida de masa para estrellas de masa M está definida por:
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Ṁ =
−d

dt
M = −dM

dt
. (2.1)

Por otro lado se entiende por velocidad terminal, v∞, como la velocidad máxima que alcanza el
viento estelar, cuando se encuentra lejos de la superficie estelar (para más detalles ver [19]).
A medida que el viento se aleja de la estrella, el gradiente de velocidad va disminuyendo (dado
que la fuerza de radiación para el continuo es proporcional a r−2) hasta ser despreciable,
alcanzando el viento una velocidad constante.
Se presenta ahora, una representación gráfica de los vientos estelares en el plano ecuatorial.

Figura 2.2: El viento es impulsado en la dirección radial r alrededor de una estrella de radio R∗.
Las magnitudes de flujo como la velocidad v o la densidad ρ dependen del radio r, mientras
que la intensidad radiativa I±(p,z) es una función de las coordenadas (p, z) del espacio definido
por r2 = p2 + z2 (imagen tomada de [19]).

2.3. Ecuaciones de balance

Para la comprensión del modelo que se expondrá en las próximas secciones, es necesario co-
menzar con algunas ecuaciones fundamentales, para esto tomemos la construcción realizada
por Fernández [13].
La ecuación para la conservación de masa para un elemento de volumen dV se puede esta-
blecer como:

∂ρ

∂t
+ ∇⃗ · (ρv⃗) = 0, (2.2)

donde se considera ρ la densidad, v⃗ es el vector velocidad, donde ambos dependen tanto como
de la poscición como del tiempo. Dado el contexto estelar integramos esta ecuación para una
esfera fija de radio r:

∂

∂t

∫
V
ρdV +

∫
V
∇⃗ · (ρv⃗)dV = 0. (2.3)

El primer miembro de esta ecuación corresponde a la masa de la estrella según la ecuación
(2.1) para un volumen V , más el segundo miembro hace que la ecuación completa represente
la variación de masa de la estrella. Por el teorema de la divergencia (mas detalle del teorema
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2.4. ANTECEDENTES DEL MODELO FÍSICO

en [18]), el segundo miembro se puede transformar de una integral de volumen V a una integral
de superficie S como sigue:∫

V
∇⃗ · (ρv⃗)dV =

∫
S
(ρv⃗) · d⃗S = 4πr2ρv, (2.4)

considerando v la componente radial de la velocidad (v⃗ = vr̂ en coordenadas esféricas), te-
niendo en cuenta que se puede considerar una distribución de masa homogénea, luego la
ecuación para la pérdida de masa es:

Ṁ = 4πr2ρ(r)v(r) = constante. (2.5)

Se presenta la ecuación de conservación de momentum que contiene información de los pro-
cesos que impulsan el viento, considerando un campo con simetrı́a esférica. Para el viento
estelar, actúa el gradiente de presión, la aceleración gravitatoria, y la aceleración por la acción
de presión del campo de radiación.

ρ
Dv

Dt
= −∂P

∂r
− ρ

GM

r2
+ ρgrad, (2.6)

siendo G la constante de gravitación universal, grad es la aceleración por causa del campo de
radiación y la derivada material de v; Dv/Dt, se define como:

Dv

Dt
=

∂v

∂t
+

∂v

∂r

dr

dt
. (2.7)

En este trabajo se considera el caso estacionario que se puede resolver a través del programa
HYDWIND [3], entonces:

∂v

∂t
= 0. (2.8)

De lo anterior se puede escribir la ecuación de movimiento dependiente del radio como sigue:

v
dv

dr
= −1

ρ

dP

dr
− GM

r2
+ grad. (2.9)

Al lado derecho de la igualdad, el primer miembro hace alusión a la aceleración gravitatoria
con dirección hacia el centro de la estrella. Para los otros dos, estos apuntan en dirección
contraria, esto se debe a que la variable r aumenta hacia afuera de la estrella, la presión P del
gas crece hacia dentro. Entonces la derivada dP/dr es negativa, luego el signo es contrario a
la fuerza gravitatoria.

2.4. Antecedentes del modelo fı́sico

Para la presión, se considera la ecuación de estado para un gas ideal:

P = a2ρ (2.10)

considerando como constante:

a =

√
kBTeff

µmH
, (2.11)

siendo a la velocidad del sonido isotérmica para un gas ideal. Se tiene que kB es la constante
de Boltzmann, mH es la masa del átomo de Hidrógeno y µ es la media del peso molecular de
las partı́culas de gas.
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2.5. DESCRIPCIÓN HIDRODINÁMICA DEL VIENTO CON LA INCLUSIÓN DE LA ROTACIÓN

Ahora basándonos el procedimiento de Araya [2], se puede definir el término grad en la suma
de dos términos ge + gL.
La aceleración radiativa debido a los electrones, ge (Scattering de Thompson), puede utilizarse
para definir la aceleración radiativa total gL, acompañado por un factor de multiplicación, el
cuál se denomina multiplicador de fuerza:

gL ≡ geM(t), (2.12)

con
M(t) = kt−α(10−11nE/W (r))δ, (2.13)

siendo nE la densidad del número de electrones en unidades de 10−11cm−3 [1] y

t ≡ σevthρ(dr/dv), (2.14)

donde σe es el coeficiente del Scattering de Thompson y vth = (2kBTeff/mH)1/2 es la veloci-
dad térmica del Hidrógeno.
Además, se tiene que:

W (r) =
1

2

1−

√
1−

(
R∗
r

)2
 , (2.15)

con R∗ radio de la estrella.
Mientras que:

ge ≃
σeL

4πr2c
, (2.16)

donde c, es la velocidad de la luz y L la luminosidad de la estrella.
Se puede escribir

ge(r) =
σeL

4πr2c
=

GM

r2
Γ(r), (2.17)

con
Γ =

σe(r)L

4πcGM
. (2.18)

Entonces, la aceleración debido a las lı́neas puede ser descrita como:

gL =
σeL

4πr2c
kt−α(10−11nE/W (r))δ. (2.19)

Los parámetros k, α y δ son denominados parámetros de multiplicador de fuerza.

2.5. Descripción hidrodinámica del viento con la inclusión de la
rotación

Considerando las estrellas B, la rotación de las estrellas no puede ser despreciable, basándo-
nos en la formulación de Rodrı́guez [25] se tiene que la ecuación de movimiento es:

v
dv

dr
=

−1

ρ

dP

dr
− GM

r2
+

v2ϕ(r)

r
+ ge + gL. (2.20)

Araya y Curé [9], Pauldrach et al. [22] y Friend y Abbott [14] investigaron de forma indepen-
diente el efecto sobre la fuerza de las lineas que tendrı́a la forma propia de la estrella (fotones
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entrantes no radiales) en la cinemática del viento, conocido como factor de corrección del disco
finito, desarrollando ası́ la teorı́a m-CAK. Luego se reescribe la fuerza de las lineas como:

gL =
C

r2
fD(r, v, v

′)(r2vv′)α(10−11nE/W (r))δ. (2.21)

donde el factor de corrección del disco finito es:

fD(r, v, v
′) =

2

1− µ2
∗

∫ 1

µ∗

(
(1− µ2)vr + µ2v′

v′

)α

µdµ, (2.22)

con µ2
∗ = 1−

(
R∗
r

)2, y la constante C representa el valor propio del problema:

C = ΓGMk

(
4π

σevthṀ

)α

. (2.23)

Retomando la ecuación (2.20), el término centrı́fugo de rotación v2ϕ/r da la aceleración centrı́fu-
ga, siendo

vϕ(r) = Ω

√(
GM(1− Γ(r))

R∗

)(
R∗
r

)γvis

, (2.24)

donde vϕ = vrotR∗/r cuando γvis = 1. Dado que γvis es un parámetro que cambia el momen-
tum angular, el torque proporcionado por el roce viscoso, γvis es un parámetro que simula la
viscosidad. Ası́ la cinemática del disco en el ecuador de la estrella cambia según γvis, de mo-
do que cuando γvis = 1 se tiene conservación del momentum angular, y un disco Kepleriano
se describe mediante γvis = 1/2. Además se tiene que vrot es la velocidad de rotación de la
estrella en el ecuador.

Ω =
vrot
vcrit

(2.25)

es la tasa de rotación estelar en términos de velocidad de rotación crı́tica, definida como la
velocidad de rotación en la fotosfera a la que la aceleración centrı́fuga (ω2R∗ = v2rot/R∗) es
igual a la aceleración efectiva de la gravedad:

vcrit =

√(
GM(1− Γ(r))

R∗

)
. (2.26)

Por simplicidad notacional, omitiremos la dependencia de r en las ecuaciones. Entonces, sus-
tituyendo variables y reordenando términos, se obtiene el modelo hidrodinámico ecuatorial 1D
final para discos de decrecimiento (ecuación de movimiento):(

1− a2

v2

)
r2vv′ +GM(1− Γ)

(
1− Ω2

(
R∗
r

)2γvis−1
)

− 2a2r − r2gL = 0. (2.27)

donde se recuerda que la ecuación describe el perfil de velocidad del viento de una estrella de
masa M , radio R∗, temperatura efectiva Teff y luminosidad L.

2.6. Soluciones del perfil de velocidad del viento

En este contexto se remarcan dos tipos de soluciones, la solución “estándar” o rápida, y las
soluciones “lentas”. La definición de solución rápida o lenta recae en la pregunta de ¿A qué
distancia se desarrolla la velocidad terminal del viento estelar?. Dicho de otro modo, a qué dis-
tancia se encuentra el punto crı́tico; ahora si se refiere a la solución rápida, se dice que el perfil
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de velocidad atraviesa el punto crı́tico prontamente (ver siguiente capı́tulo definición de punto
crı́tico) para llegar más afuera a la velocidad terminal, es decir, el punto crı́tico se encuen-
tra cercano a la superficie estelar, estas soluciones se caracterizan además por velocidades
terminales altas.
Por otro lado, una solución se dice lenta si esta se tarda en desarrollar su velocidad terminal,
lo que implica que el punto crı́tico se encuentra lejos de la superficie estelar. No se ha definido
una regla como tal, que establezca una distancia exacta donde se tenga un punto crı́tico lejano,
pero sı́ se puede decir que sobre cinco radios estelares (5R∗) se considera lejano. También
al contrario de las soluciones rápidas, una solución lenta posee una velocidad terminal baja
((v∞)lenta < (v∞)rápida).
Estas definiciones hablan de ubicación de un punto, pero existen ramas de soluciones particu-
lares, según Araya [2]:

2.6.1. Solución rápida

A la solución estándar del modelo m-CAK se le denomina solución rápida (Friend y Abbott
[14]; Pauldrach et al. [22]), ésta ha tenido éxito en describir las velocidades terminales y pérdi-
das de masa de estrellas muy masivas, normalmente estrellas de tipo O. La solución rápida
normalmente se ajusta por medio de un perfil de velocidad tipo β,

v(r) = v∞(1−R∗/r)
β, (2.28)

con β, para este tipo de soluciones en el intervalo [0.8, 1.3].

Figura 2.3: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una solución rápida, caracteri-
zada por velocidad terminal alta y punto crı́tico en negro cercano de la superficie estelar. Los
parámetros son: Teff = 30000[K], R∗ = 29 [R⊙], log g = 3.45, k = 0.17, α = 0.49, δ = 0.09,
Ω = 0.00 y γvis = 1.0.

2.6.2. Solución lenta

Solución lenta Ω

Curé [8] revisó la teorı́a de los vientos impulsados por radiación, considerando la rotación es-
telar. Descubrió una nueva familia de puntos crı́ticos, además de las soluciones estándar, que
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aparece cuando la rotación estelar es alta, cercana al ∼ 75% de la velocidad de rotación crı́ti-
ca. Estas nuevas soluciones, llamadas soluciones Ω-slow, generan vientos con velocidades
terminales menores y densidades mayores, y podrı́an explicar la formación de discos circu-
mestelares en estrellas con alta rotación.

Figura 2.4: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una solución denominada Ω-
slow, donde el punto crı́tico en negro se encuentra alejado de la superficie estelar. Los paráme-
tros de esta solución son: Teff = 25000 [K], R∗ = 10 [R⊙], log g = 3.5, k = 0.32, α = 0.565,
δ = 0.02, Ω = 0.8 y γvis = 1.0.

Solución lenta δ

Curé et al. [10] investigaron numéricamente los vientos impulsados por radiación en estrellas
de baja rotación, basándose en la existencia de la solución Ω-slow para estrellas de alta ro-
tación. Buscaron nuevas soluciones que explicaran las discrepancias entre las predicciones y
observaciones para supergigantes tipo B y A. Encontraron una nueva solución, llamada solu-
ción δ-slow, que aparece para ciertos parámetros estelares y del viento, especialmente cuando
el parámetro δ es ligeramente mayor que 0.25. Esta solución, encontrada en ambientes ricos
en hidrógeno, como el gas de hidrógeno puro, ofrece bajas velocidades terminales similares a
la solución Ω-slow, pero con una menor pérdida de masa.
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Figura 2.5: La curva azul corresponde al perfil de velocidad de una solución denominada δ-
slow, donde el punto crı́tico en negro se encuentra alejado de la superficie estelar. Los paráme-
tros de esta solución son: Teff = 10000 [K], R∗ = 60 [R⊙], log g = 2.0, k = 0.37, α = 0.49,
δ = 0.3, Ω = 0.0 y γvis = 1.0.

Se remarca que las soluciones presentes en las Figuras 4.5 y 4.6 están caracterizadas por
velocidades terminales bajas y punto crı́tico lejos de la superficie estelar, al contrario de las
soluciones rápidas.
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Capı́tulo 3

Análisis Matemático

3.1. Aplicación hidrodinámica de los modelos CAK

En la introducción de este trabajo se ha mencionado que una de las dificultades de la ecuación
(2.27) es el desarrollo de singularidades; sin embargo, existe otra complicación: la ecuación
no está normalizada, es decir, la derivada de orden superior no está despejada explı́citamente.
Como resultado, los teoremas de existencia y unicidad no pueden ser aplicados directamente
(para ilustrar esta problemática, se incluye un ejemplo sencillo de un problema de Cauchy en
el anexo). Para superar estos obstáculos, podemos emplear herramientas como el teorema
de la función implı́cita. A continuación, se presentan cambios de variables basados en Curé y
Rial [11] que permiten agrupar las ecuaciones del modelo en términos de un sistema dinámico
y facilitar una solución.

u = −R∗/r, (3.1)

w = v/a, (3.2)

w′ = dw/du, (3.3)

Entonces, la ecuación (2.27) se re-define de la siguiente forma:

F (u,w,w′) ≡
(
1− 1

w2

)
ww′ +

2

u
+A− a2rot(−u2γvis−1)− C̄fDg(u)(w)

−δ(ww′)α, (3.4)

donde A y C̄ representan las constantes:

A =
GM(1− Γ)

a2R∗
=

v2esc
2a2

=
v2crit
a2

=
a2rot
Ω2

, (3.5)

donde Γ es la relación entre el Scattering de Thompson de los electrones y la fuerza gravita-
toria, vesc es la velocidad de escape que es la mı́nima velocidad que un objeto debe alcanzar
para liberarse de la atracción gravitacional de una estrella y vcrit es la velocidad de rotación
crı́tica, que es la velocidad a la que una estrella que rota alcanza un punto donde la fuerza
centrı́fuga en su ecuador es igual a la atracción gravitacional.
El valor propio es:

C̄ = C

(
ṀD

2π

10−11

aR2
∗

)δ

(a2R∗)
(α−1), (3.6)
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donde arot se define como sigue:

arot =
vrot
a

=
Ω

a

√
GM(1− Γ)

R
. (3.7)

Siguendo con la ecuación (3.4), la función g(u) se define como:

g(u) =

(
u2

1−
√
1− u2

)δ

, (3.8)

y la constante D está dado por:

D =
1

mH

(1 + ZHe + YHe)

(1 +AHe + YHe)
=

nE

ρ
, (3.9)

siendo YHe la abundancia de helio en relación con el hidrógeno, ZHe es la cantidad de electro-
nes libres proporcionados por el helio, AHe es el número de masa atómica del helio y mH es
la masa del protón.

3.2. Planteamiento de los modelos

Basándonos en los cambios de variables en [11] sobre la ecuación (2.27) en la descripción
del problema fı́sico, se ha derivado la ecuación (3.4). Esta debe admitir una solución con in-
terpretación fı́sica, la cual comienza en la superficie estelar, cruza el punto crı́tico, y debe
seguir alejándose de la superficie. En la superficie estelar, la ecuación diferencial debe cumplir
una condición de contorno, a saber, la integral de profundidad óptica monocromática (ver [20],
ecuación (48)):

τPhot =

∫ ∞

R∗

σEρ(r)dr =
2

3
. (3.10)

Una condición de contorno numéricamente equivalente consiste en fijar la densidad de la su-
perficie estelar en un valor especı́fico,

ρ(R∗) = ρ∗. (3.11)

Cuando la condición de singularidad,

∂

∂w′F (u,w,w′) = Fw′ = 0, (3.12)

es satisfecha, la localización (u = uc) de la variable independiente espacial corresponde a
un punto crı́tico (o singular), es decir, se tiene que la ecuación (3.5) se anula derivando par-
cialmente con respecto al gradiente de la velocidad, lo cual hace que se pueda desarrollar su
velocidad terminal lejos de la superficie estelar de forma constante.
Para obtener solución fı́sica, se impone lo que se denomina condición de regularidad :

d

du
F (u,w,w′) =

∂F

∂u
+

∂F

∂w
w′ = Fu + Fww

′ = 0, (3.13)

la cual induce que la velocidad del viento pueda extenderse hacia el infinito, con la anulación
de la derivada parcial con respecto a la variable espacial independiente.
Para satisfacer las ecuaciones (3.4), (3.12), (3.13) y (3.10) o (3.11); el valor de C̄ no puede ser
arbitrario, es decir, la constante C̄ es el valor propio de este problema no lineal. Ası́ el modelo
m-CAK se conforma por las ecuaciones (3.4), (3.10), (3.12) y (3.13).
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3.3. TRANSFORMACIÓN DE COORDENADAS Y SISTEMA DE ECUACIONES

Ahora bien, existen otros modelos derivados del m-CAK en base a simplificaciones en los
parámetros Ω y fD. Uno de estos es haciendo que el factor de corrección del disco finito sea
igual a uno, i.e. fD = 1, lo cuál nos induce al modelo CAK con rotación y viscosidad descrito
por la siguiente función (junto con las condiciones anteriores):

F (u,w,w′) ≡
(
1− 1

w2

)
ww′ +

2

u
+A− a2rot(−u2γvis−1)− C̄g(u)(w)−δ(ww′)α, (3.14)

Notemos que la ecuación (3.14), hace alusión a la rotación en los vientos impulsados por
radiación de estrellas calientes, lo cuál nos lleva a estudiar un caso aún más sencillo que en
(3.14). Tomando vrot = 0 lo cual implica Ω = 0 se introduce el modelo CAK irrotacional descrito
como sigue:

F (u,w,w′) ≡
(
1− 1

w2

)
ww′ +

2

u
+A− C̄g(u)(w)−δ(ww′)α. (3.15)

Estos 3 modelos los resumimos en el Cuadro (3.1):

Modelo Ecuación

m-CAK
(
1− 1

w2

)
ww′ + 2

u +A− a2rot(−u2γvis−1)− C̄fDg(u)(w)
−δ(ww′)α = 0

CAK
(
1− 1

w2

)
ww′ + 2

u +A− a2rot(−u2γvis−1)− C̄g(u)(w)−δ(ww′)α = 0

CAK sin rotación
(
1− 1

w2

)
ww′ + 2

u +A− C̄g(u)(w)−δ(ww′)α = 0

Cuadro 3.1: Resumen de las ecuaciones para la descripción de los modelos CAK con la inclu-
sión del parámetro γvis asociado a la viscosidad.

Nota: El Cuadro (3.1) hace énfasis a la dinámica, pero cada modelo debe ser considerado con
las condiciones de regularidad, punto crı́tico o singular y de contorno.

3.3. Transformación de coordenadas y sistema de ecuaciones

En esta parte se presenta una transformación de la ecuación (3.4) en un sistema de de
ecuaciones diferenciales acopladas, que están normalizadas y son numéricamente integra-
bles (basándonos en [11]).
Sean

y =
1

2
w2, (3.16)

y

p = ww′ =
dy

du
, (3.17)

entonces la ecuación (3.4) puede ser escrita en forma general como sigue:

F (u, y, p) =

(
1− 1

2y

)
p+

2

u
+A− a2rot(−u2γvis−1)− C̄fDg(u)(2y)

−δ/2pα (3.18)

Por otro lado se tiene que:

d

du
F (u,w,w′) = Fu + Fww

′ + Fw′w′′ = 0. (3.19)

Ahora calculemos por un lado Fw utilizando el Teorema de la Función Implı́cita [15], entonces:
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Fw =
∂F

∂y

∂y

∂w
+

∂F

∂p

∂p

∂w
=

∂F

∂y
w +

∂F

∂p
w′, (3.20)

ası́ se puede escribir Fww
′ como sigue:

Fww
′ = Fyww

′ + Fp(w
′)2 = pFy + Fp(w

′)2, (3.21)

mientras que por otro lado calculamos Fw′ de la siguiente forma:

Fw′ =
∂F

∂p

∂p

∂w′ = Fpw, (3.22)

entonces Fw′w′′ es:

Fw′w′′ = Fpww
′′. (3.23)

La ecuación (3.19) nos queda de la forma:

Fu + pFy + Fp(w
′)2 + Fpww

′′ = Fu + pFy + Fp

(
(w′)2 + ww′′) = 0. (3.24)

Notemos que:

d

du
p =

d

du

(
ww′) = (w′)2 + ww′′, (3.25)

por lo tanto, la ecuación (3.24) se puede reescribir como sigue:

Fu + pFy + Fp

(
(w′)2 + ww′′) = Fu + pFy + Fp

dp

du
= 0, (3.26)

lo cuál nos lleva a escribir la ecuación (3.18) en forma de diferenciales

dF (u, y, p) = (Fu + pFy) du+ Fpdp = 0. (3.27)

En este punto se introduce una nueva variable independiente τ (sin significado fı́sico) definida
implı́citamente como sigue:

du = Fpdτ. (3.28)

Dado que u y τ son variables independientes, tienen que estar relacionadas entre sı́. Mientras
Fp ̸= 0, se puede escribir τ como función de u como:

dy

du
=

dy

dτ

(
dτ

du

)
= p. (3.29)

La ecuación (3.27) es representada en el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordi-
narias:

du

dτ
≡ U = Fp, (3.30)

dy

dτ
≡ Y = pFp, (3.31)

dp

dτ
≡ P = −(Fu + pFy). (3.32)

La ecuación (3.30) resulta directa desde (3.28); mientras que desde la ecuación (3.29) y uti-
lizando (3.28), se tiene que dy = pdu, entonces dy = pFpdτ , luego se obtuvo la ecuación
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(3.31). Finalmente, desde la ecuación (3.27) se tiene que Fpdp = −(Fu + pFy)du, nuevamente
usando (3.28) se obtiene que Fpdp = −(Fu + pFy)Fpdτ , simplificando Fp de ambos miembros
y despejando dp/dτ se obtiene la ecuación (3.32).
Una solución de este sistema, también es una solución de la ecuación de movimiento origi-
nal, ya que, si cualquier condición inicial (u0, y0, p0) satisface F (u0, y0, p0) = 0, entonces una
solución de las ecuaciones (3.30)-(3.32) verifica que F (u(τ), y(τ), p(τ)) = 0.
La ventaja de este sistema de ecuaciones (3.30)-(3.32) sobre la ecuación diferencial de mo-
mento CAK (3.4) es que todas las derivadas están explı́citamente dadas, es decir, ya no se
tiene el problema de la no normalización. Es por esto que no hay necesidad de utilizar algo-
ritmos de búsqueda de raı́ces para encontrar el valor del gradiente de velocidad. Además, se
pueden utilizar métodos numéricos estándar (por ejemplo, Runge-Kutta [24]) para integrar este
sistema.
Si calculamos las derivadas de forma explı́cita en el sistema (3.30)-(3.32) se obtiene:

du

dτ
= 1− 1

2y
− C̄fDg(u)(2y)

−δ/2αpα−1 (3.33)

dy

dτ
= p− p

2y
− C̄fDg(u)(2y)

−δ/2αpα, (3.34)

dp

dτ
=

2

u2
− a2rot(2γvis − 1)u2γvis−2 + C̄fD(2y)

−δ/2pαg′(u)

+
p2

2y2
+ C̄fDg(u)δp

α+1(2y)−δ/2−1.

(3.35)

Donde se definen las siguientes equivalencias du
dτ ≡ U , dy

dτ ≡ Y y dp
dτ ≡ P para la simplificación

de la notación en la siguiente sección.

3.3.1. Linealización y criterio de valores propios

A continuación se linealiza el sistema (3.33)-(3.35) (basándonos en [11]) en forma de diferen-
ciales como sigue:

dU = (Uu + pUy)du+ Updp,

dP = (Pu + pPy)du+ Ppdp,
(3.36)

ahora la matriz de derivadas parciales, B, es:

B =

(
Uu + pUy Up

Pu + pPy Pp

)
. (3.37)

Esta matriz provee información sobre las estructuras topológicas de los puntos crı́ticos.
Si consideramos C̄ como un parámetro libre, los puntos crı́ticos satisfacen:

F (u, y, p, C̄) = 0

U(u, y, p, C̄) = 0

P (u, y, p, C̄) = 0.

(3.38)

Ahora como el número de incógnitas es más alto que el número de variables, podemos resolver
para yc, pc, C̄ en términos de uc. Si bien C̄ es una constante por determinar, esta depende del
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punto crı́tico uc, entonces ahora C̄ es una variable que depende del punto crı́tico. Luego por la
Regla de Cramer y el Teorema de la función implı́cita, obtenemos el gradiente de C̄:

dC̄

duc
= − 1

△
det

Fy Fp Fu

Uy Up Uu

Py Pp Pu

 , (3.39)

donde △ es definido por:

△ = det

Fy Fp FC̄

Uy Up UC̄

Py Pp PC̄

 . (3.40)

Cuando u = uc, es decir, en el punto crı́tico, se tiene que Fp = 0 y Fu = −pFy, luego la
ecuación (3.39) se transforma en:

dC̄

duc
= − 1

△
det

Fy 0 −pFy

Uy Up Uu

Py Pp Pu

 =
Fy

△
det(B), (3.41)

Luego si det(B) < 0, entonces, el punto crı́tico corresponde a un punto tipo silla.

3.4. Antecedentes para la localización de candidatos a puntos sin-
gulares

Basándonos en los cambios de variables presentados por Curé [8] y en la construcción de
Rodrı́guez [25], se presenta una forma de representación matemática para la identificación de
la localización de los puntos crı́ticos.
Sean,

Y = ww′

Z =
w

w′ .
(3.42)

Desde la condición de singularidad (3.12), se tiene:

Fw′ =

(
1− 1

w2

)
w − C̄

(
∂fD
∂w′ + α

fD
w′

)
gw−δ(ww′)α = 0. (3.43)

Ahora como se tiene la condición de singularidad, se impone la condición de regularidad (3.13)
en el punto crı́tico, luego

Fu = −C̄

(
g
∂fD
∂u

+ fD
∂g

∂u

)
w−δ(ww′)α − 2

u2
+ a2rot(2γvis − 1)(−u)2γvis−2 (3.44)

Fw =

(
1 +

1

w2

)
w′ − C̄

(
∂fD
∂w

+ α
fD
∂w

− δ
fD
w

)
gw−δ(ww′)α. (3.45)

Con fD(u, Z) = f1(u, Z) y utilizando (3.42), la ecuación (3.4) se presenta de la siguiente forma:(
1− 1

Y Z

)
Y +

2

u
+A

(
1− Ω2(−u)2γvis−1

)
− C̄f1(u, Z)g(u)Z−δ/2Y α−δ/2 = 0. (3.46)

De forma similar, la condición de singularidad (3.43) se convierte en:
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(
1− 1

Y Z

)
Y − C̄f2(u, Z)g(u)Z−δ/2Y α−δ/2 = 0, (3.47)

con

C̄ =
1

g(u)f2

(
1− 1

Y Z

)
Zδ/2Y 1−α+δ/2, (3.48)

donde f2(u, Z) = αf1(u, Z) + uZe(u, Z) y e(u, Z) ≡ − w′

uZ
∂fD
∂w′ .

Entonces, la condición de regularidad (3.13) se transforma en:

(
1− 1

Y Z

)
Y − 2Z

u2
+ a2rot(2γvis − 1)(−u)2γvis−2Z − C̄f3(u, Z)g(u)Z−δ/2Y α−δ/2 = 0, (3.49)

con f3(u, Z) = (3u+ Z)Ze(u, Z) + f1(u, Z)(h(u)Z − α− δ) donde h(u) ≡ 1
g(u)

dg(u)
du .

Ahora, restando la ecuación (3.46) a la ecuación (3.47), se obtiene:

C̄g(u)Z−δ/2Y α−δ/2 =
1

f1 − f2

(
2

u
+A− a2rot(−u)2γvis−1

)
. (3.50)

Luego sustituyendo la ecuación (3.50) en la ecuación (3.47), se obtiene la siguiente expresión:

Y =
1

Z
+

f2
f1 − f2

(
2

u
+A− a2rot(−u)2γvis−1

)
. (3.51)

Considerando 0.5 < γvis < 1, restando la ecuación (3.49) a la ecuación (3.47) y sustituyendo
en la ecuación (3.50), se logra obtener la siguiente función:

R(u, Z) ≡ − 2

Z
+

2Z

u2
− a2rot(−u)2γvis−1Z + f123

(
2

u
+A− a2rot(−u)2γvis−1

)
, (3.52)

donde f123 =
f2−f3
f2−f1

. Entonces, las raı́ces de esta función dan la ubicación de los puntos crı́ticos.
Esta función R(u, Z) se implementa en Wolfram Mathematica, donde se grafica la superficie
que describe. Al agregar el semiplano R(u, Z) = 0, se obtiene una curva de nivel que muestra
la ubicación de todos los posibles candidatos a puntos crı́ticos. A continuación se muestra un
ejemplo de la función R(u, Z):
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(a)

-1.0 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0.0
0.0

0.5

1.0

1.5

2.0

(b)

Figura 3.1: Parte (a): Superficie R(u, Z) intersectada con el semiplano R(u, Z) = 0. Parte (b):
Curva de nivel descrita por la intersección donde se localizan los puntos candidatos a puntos
crı́ticos.

En la Figura 3.1b, esta posee dos ramas; izquierda y derecha respectivamente. Dado el cam-
bio de variables presentado en la ecuación (3.1), se tiene que cuando u = −1 (eje horizontal),
la localización corresponde a la superficie estelar, mientras que cuando u se aproxima a 0, la
localidad corresponde a la lejanı́a de la superficie estelar. Luego por las definiciones presenta-
das para los tipos de soluciones en el Capı́tulo 2, se observa que a la izquierda la Figura 3.1b
se encuentran los candidatos a puntos singulares de las soluciones rápidas, mientras que en
la parte derecha se encuentran los candidatos a puntos singulares de las soluciones lentas
δ-slow y Ω-slow.
Curé y Araya [9] realizan un análisis topológico con la superficie R(u, Z) usando una estrella
tı́pica de tipo B2.5 V con los siguientes parámetros estelares y de fuerza de lı́nea: Teff = 20000
[K], log g = 4.11, R

R⊙
= 4.0, k = 0.61, α = 0.5, δ = 0.0 y γvis = 1. La condición de frontera

(superficie) está fijada en ρ∗ = 8.7×10−13 g/cm3 . Además, no se consideran la distorsión de la
forma de la estrella causada por su alta velocidad de rotación y los efectos de oscurecimiento
gravitacional.
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Figura 3.2: La función R(u, Z) (topologı́a) de la teorı́a m-CAK en función de Ω: Ω = 0.3 (panel
superior izquierdo), Ω = 0.5 (panel superior derecho), Ω = 0.7 (panel inferior izquierdo) y
Ω = 0.9 (panel inferior derecho). El plano R(u, Z) = 0 se muestra en gris claro, y su intersección
con la superficie R(u, Z) (localización de puntos crı́ticos) se traza con una lı́nea negra (imagen
tomada de [9]).

Se debe notar cómo a valores distintos de Ω, se produce una bifurcación en las raı́ces de la
función R(u, Z) y luego deja de existir la solución rápida en el panel inferior derecho.
En el capitulo de resultados, se estudiará la variación de estos puntos crı́ticos en función de la
variación de los parámetros δ y Ω.
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Capı́tulo 4

Resultados para el perfil de velocidad
del viento estelar

En este capı́tulo, se comienza por examinar los distintos tipos de soluciones que se pueden
obtener utilizando el programa HYDWIND, diseñado para resolver la ecuación de gobierno
(2.27). Es crucial diferenciar entre soluciones lentas y rápida, ya que la naturaleza de estas
soluciones depende fundamentalmente de la ubicación del punto crı́tico en el sistema. Esta
distinción es esencial para comprender la dinámica subyacente y el comportamiento a largo
plazo de los vientos estelares modelados.

4.1. Procedimiento numérico

Desde el programa HYDWIND, necesitamos aplicar una forma de buscar nuevas soluciones
además de dar la ubicación de los puntos crı́ticos en función de la variación los parámetros
δ ∈ [0.00, 0.35] y Ω ∈ [0.95, 0.99], con paso de evolución de 0.05 y 0.01 respectivamente. Ca-
be mencionar que se han presentado dificultades numéricas para la obtención de soluciones
considerando valores de Ω ≤ 0.94. Es por esto que se considera el intervalo mencionado.
Una forma de obtener resultados, es con la opción file dentro del manual para el programa
desarrollado por Araya y Curé [3], donde esta opción usa como solución de prueba o “trial” un
perfil de velocidad anterior encontrado por el mismo programa, es decir, una solución anterior
que halla convergido para una cierta configuración de los parámetros cercana a la buscada.
Puede que cuando se realice un intento de búsqueda de solución, el proceso no termine, es
decir, no converge a una nueva solución; en el caso de que sı́ termine, ahora poseemos un
archivo output que contiene información sobre el valor propio, el cuál se utilizará para buscar
una nueva solución con el archivo de salida que obtuvo el programa antes mencionado.
El procedimiento numérico es el siguiente:

1 Crear un nuevo directorio para almacenar los archivos de entrada y de salida.

2 Rescatar el archivo ...-for007.dat de otra solución calculada y llevarlo al nuevo directorio.

3 Cambiar nombre al archivo ...-for007.dat a hydwind in.dat.

4 En el archivo for011.dat cambiar la opción manual por file.

5 Rescatar del archivo ...-for002.dat de la solución anterior, el valor calculado al valor pro-
pio, y escribirlo en el archivo for011.dat actual del nuevo directorio.

6 Variar los parámetros que se estime conveniente para la búsqueda de una nueva solu-
ción.
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7 Ejecutar el código HYDWIND.

7.1 Si la ejecución termina exitosamente (converge), ejecutar archivo python para la
realización de los gráficos del perfil de velocidad.

7.2 Tomar esta nueva solución como input para buscar una nueva, es decir repetir pro-
ceso.

8 En caso de que no termine, volver al punto 6 y continuar.

4.2. Resultados de la literatura

Basándonos en la búsqueda de velocidades terminales bajas de Rodrı́guez [25], se presentan
los resultados mostrados en los siguientes cuadros, donde se exhiben soluciones tanto rápidas
como lentas.
Para la construcción de este cuadro en la Figura 4.1, la autora considera la siguinente configu-
ración de parámetros:

Teff [K] R∗ [R⊙] log g k α δ

20000 4.0 4.11 0.61 0.5 0.0

Figura 4.1: Resultados para el modelo de estrella tipo B2.5 V con diferentes valores de Ω y
γvis, considerando α = 0.50. Las soluciones rápidas están en cursiva, y las Ω-slow en fuente
normal (cuadro tomado de [25]).

Se omiten los resultados para Ω = 0.50, ya que son solo soluciones rápidas con valores de Ṁ
y v∞ similares a los de Ω = 0.60.
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Figura 4.2: Continuación del cuadro anterior presentado en la Figura 4.1 para el resto de va-
lores de Ω, donde el término asound < v(0) indica a un mensaje generado por el programa
cuando la velocidad de la fotosfera es mayor que la velocidad isotérmica del sonido (cuadro
tomado de [25]).

Figura 4.3: Para un valor de α = 0.45, se presenta el cuadro presentado en la Figura 4.1 con
los resultados correspondientes. Donde se agregan los valores 0.53 y 0.5103 para la columna
asociada al parámetro γvis (cuadro tomado de [25]).

36



4.2. RESULTADOS DE LA LITERATURA

Figura 4.4: Continuación del cuadro anterior presentado en la Figura 4.3 para el resto de va-
lores de Ω, considerando α = 0.45. El término asound < v(0) indica a un mensaje generado
por el programa cuando la velocidad de la fotosfera es mayor que la velocidad isotérmica del
sonido (cuadro tomado de [25]).

Notemos que Rodriguez [25] encuentra tanto soluciones rápidas como lentas (rama Ω-slow).
Sin embargo, remarca que los modelos toman en cuenta valores de δ en el rango 0.00 ≤
δ ≤ 0.05, considerando que cuando δ ≃ 0, los cambios en la ionización a lo largo del viento
son despreciables. Por otro lado, cuando se emplean diferentes valores de α, se presentaron
dificultades numéricas para obtener soluciones al considerar valores de α ≤ 0.4, luego se
limitó a considerar valores de α mayores que 0.4. Adicionalmente, la autora remarca que para
diferentes valores de k, este parámetro apenas afecta a los resultados y su variación puede
despreciarse.
El interés de este trabajo en el estudio de Rodriguez [25], recae en la consideración de valores
altos para los cambios de la ionización δ y velocidad de rotación Ω, teniendo en cuenta un
modelo de viscosidad (usando γvis = 0.52).

4.2.1. Rama de soluciones lentas

Dado que se desea encontrar y analizar soluciones con velocidades terminales bajas y el
procedimiento numérico utiliza una solución previa como condición inicial, es recomendable
remarcar cuáles soluciones se pueden llegar a tomar como perfil de prueba.
En el Capı́tulo 3 remarcamos las soluciones Ω-slow y δ-slow, las cuales se pueden obtener con
los siguientes parámetros:
Para la solución Ω-slow

Teff [K] R∗ [R⊙] log g k α δ Ω γvis

25000 10 3.50 0.32 0.56 0.0 0.8 1
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Figura 4.5: La curva azul es el perfil de velocidad de una solución Ω-slow medida en km s−1

en función de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localización del punto crı́tico.

Los resultados de la solución presentada en la Figura 4.5 son:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

5.08× 10−01 4.14× 10+02 2.45× 10−01 32.53 17.02

Remarcamos que la curva roja presente en la Figura 4.5 (ası́ con todas las demás figuras
de estas caracterı́sticas presentadas en este trabajo), representa el perfil inicial de velocidad
que va a converger a la curva azul. Ası́ como el punto crı́tico, lejano a la superficie estelar,
localizado a más de 17 [R⊙].
Mientras que para la solución δ-slow caracterizada por ser sin rotación, los parámetros utiliza-
dos son:

Teff [K] R∗ [R⊙] log g k α δ Ω γvis

10000 60 2.0 0.37 0.49 0.03 0.0 1
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Figura 4.6: La curva azul presentada es el perfil de velocidad de una solución δ-slow medida
en km s−1 en función de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localización del
punto crı́tico.

con los siguientes resultados:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

4.34× 10−05 1.96× 10+02 4.31× 10−01 66.15 11.23

Notemos que estas dos soluciones, se tienen para γvis = 1 (ver Capı́tulo 3) cuando se tiene
conservación del momentum angular.
Ahora se tiene otra solución llamada GammaVis, la cual corresponde a un caso casi keplerianio
(γvis = 0.52), la cuál viene a tomar los siguientes parámetros:

Teff [K] R∗ [R⊙] log g k α δ Ω γvis

21000 4.5 4.0 0.32 0.5 0.0 0.99 0.52
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Figura 4.7: La curva azul presentada es el perfil de velocidad de la solución GammaVis medida
en km s−1 en función de la variable radial inversa u. El punto negro indica la localización del
punto crı́tico.

con sus respectivos resultados:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

1.45× 1000 1.07× 10+02 1.42× 10−02 20.37 20.45

4.3. Soluciones numéricas rápidas

En esta sección se presentan algunas soluciones rápidas que se han encontrado en este
trabajo

Figura 4.8: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solución rápida o estándar.
El punto crı́tico se presenta en negro. Parámetros utilizados: Teff = 20000 [K], R∗ = 10 [R⊙],
log g = 4.11, k = 0.61, α = 0.4, δ = 0.04, Ω = 0.49 y γvis = 1.0.
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Figura 4.9: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solución rápida o estándar.
El punto crı́tico se presenta en negro. Parámetros utilizados: Teff = 20000 [K], R∗ = 4 [R⊙],
log g = 4.11, k = 0.61, α = 0.34, δ = 0.04, Ω = 0.73 y γvis = 0.5.

Figura 4.10: La curva azul representa el perfil de velocidad para una solución rápida o estándar.
El punto crı́tico se presenta en negro. Los parámetros utilizados son: Teff = 20000 [K], R∗ = 4
[R⊙], log g = 4.11, k = 0.61, α = 0.34, δ = 0.34, Ω = 0.77 y γvis = 0.55.

Cabe destacar que al ser soluciones rápidas (o estándar), estas 3 soluciones previas, se ven
caracterizadas por un punto crı́tico cercano a la superficie estelar y velocidades terminales
altas, donde en la Figura 4.8, la velocidad terminal v∞ = 1619 [km/s] y el punto crı́tico esta
localizado a 1.02 R⊙. Estas soluciones se han obtenido con la opción manual del código HYD-
WIND, que hace alusión a considerar una función analı́tica como condición inicial (más detalles
en [3]). En la siguiente sección se presentarán las soluciones lentas encontradas desde el pro-
cedimiento numérico indicado en la Sección 4.1.
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4.4. Soluciones numéricas lentas

En esta sección, se abordan las soluciones que fueron obtenidas en el plano ecuatorial, em-
pleando el procedimiento previamente presentado.
Dado que Rodrı́guez [25] señala los problemas numéricos para α ≤ 0.4 y la despreciabilidad
del valor de k, en este trabajo se estudiará la influencia de valores altos de ionización δ en
el intervalo [0, 0.35] con incrementos de 0.05, y valores altos de rotación Ω en el intervalo
[0.95, 0.99] con decrementos de 0.01, considerando un caso casi kepleriano (γvis = 0.52).
Luego tomando como perfil de prueba la solución presentada en la Figura 4.7, se inicia el
procedimiento numérico, generando ası́, los Cuadros 4.1 y 4.2.

α = 0.5, k = 0.32, γvis = 0.52

δ Ω v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc uc

0.05 0.99 1.54× 10+00 1.04× 10+02 1.51× 10−02 21.30 21.82 −4.583× 10−02

0.1 0.99 1.67× 10+00 1.0× 10+02 1.64× 10−02 22.19 22.92 −4.362× 10−02

0.15 0.99 1.87× 10+00 9.71× 10+01 1.84× 10−02 23.01 24.14 −4.142× 10−02

0.2 0.99 2.24× 10+00 9.38× 10+01 2.19× 10−02 23.78 25.50 −3.921× 10−02

0.25 0.99 2.89× 10+00 9.06× 10+01 2.83× 10−02 24.47 26.24 −3.811× 10−02

0.3 0.99 4.30× 10+00 8.77× 10+01 4.21× 10−02 25.11 27.85 −3.591× 10−02

0.35 0.99 8.24× 10+00 8.58× 10+01 8.06× 10−02 25.82 28.73 −3.481× 10−02

0.0 0.98 1.21× 10+00 1.26× 10+02 1.19× 10−03 22.28 19.90 −5.024× 10−02

0.05 0.98 1.23× 10+00 1.22× 10+02 1.20× 10−02 23.56 20.82 −4.803× 10−02

0.1 0.98 1.27× 10+00 1.18× 10+02 1.24× 10−02 24.82 21.82 −4.583× 10−02

0.15 0.98 1.33× 10+00 1.14× 10+02 1.30× 10−02 26.03 22.92 −4.362× 10−02

0.2 0.98 1.43× 10+00 1.11× 10+02 1.40× 10−02 27.20 24.14 −4.142× 10−02

0.25 0.98 1.62× 10+00 1.07× 10+02 1.58× 10−02 28.29 25.50 −3.921× 10−02

0.3 0.98 1.98× 10+00 1.03× 10+02 1.94× 10−02 29.31 27.02 −3.701× 10−02

0.35 0.98 2.86× 10+00 9.95× 10+01 2.79× 10−02 30.26 27.85 −3.591× 10−02

0.0 0.97 1.05× 10+00 1.45× 10+02 1.02× 10−02 24.00 19.48 −5.134× 10−02

0.05 0.97 1.02× 10+00 1.40× 10+02 1.00× 10−02 25.59 20.35 −4.914× 10−02

0.1 0.97 1.01× 10+00 1.36× 10+02 9.84× 10−03 27.19 21.31 −4.693× 10−02

0.15 0.97 9.95× 10−01 1.31× 10+02 9.73× 10−03 28.78 22.36 −4.473× 10−02

0.2 0.97 9.94× 10−01 1.27× 10+02 9.72× 10−03 30.33 23.52 −4.252× 10−02

0.25 0.97 1.01× 10+00 1.22× 10+02 9.88× 10−03 31.82 24.80 −4.032× 10−02

0.3 0.97 1.06× 10+00 1.18× 10+02 1.03× 10−02 33.24 26.24 −3.811× 10−02

0.35 0.97 1.18× 10+00 1.13× 10+02 1.15× 10−02 34.55 27.02 −3.701× 10−02

Cuadro 4.1: Resultados de las soluciones numéricas encontradas para distintos valores de δ
y Ω considerando valores fijos de α = 0.5 y γvis = 0.52. Presentación de los resultados: v0, la
velocidad inicial; v∞, la velocidad terminal; Ṁ , la tasa de pérdida de masa; C̄, el valor propio
del problema; rc, el radio crı́tico asociado al punto crı́tico uc.
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α = 0.5, k = 0.32, γvis = 0.52

δ Ω v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc uc

0.0 0.96 9.23× 10−01 1.63× 10+02 9.02× 10−03 25.56 19.48 −5.134× 10−02

0.05 0.96 8.77× 10−01 1.58× 10+02 8.57× 10−03 27.46 20.35 −4.914× 10−02

0.1 0.96 8.30× 10−01 1.53× 10+02 8.11× 10−03 29.38 21.31 −4.693× 10−02

0.15 0.96 7.82× 10−01 1.48× 10+02 7.64× 10−03 31.31 22.36 −4.473× 10−02

0.2 0.96 7.33× 10−01 1.42× 10+02 7.16× 10−03 33.24 23.52 −4.252× 10−02

0.25 0.96 6.81× 10−01 1.37× 10+02 6.66× 10−03 35.12 24.24 −4.125× 10−02

0.3 0.96 6.25× 10−01 1.32× 10+02 6.11× 10−03 36.93 25.50 −3.921× 10−02

0.35 0.96 5.61× 10−01 1.27× 10+02 5.49× 10−03 38.63 27.02 −3.701× 10−02

0.0 0.95 8.26× 10−01 1.80× 10+02 8.08× 10−03 27.01 19.07 −5.244× 10−02

0.05 0.95 7.63× 10−01 1.74× 10+02 7.46× 10−03 29.22 19.48 −5.134× 10−02

0.1 0.95 7.02× 10−01 1.69× 10+02 6.86× 10−03 31.42 20.82 −4.803× 10−02

0.15 0.95 6.35× 10−01 1.63× 10+02 6.21× 10−03 33.69 21.82 −4.583× 10−02

0.2 0.95 5.63× 10−01 1.57× 10+02 5.51× 10−03 35.96 22.92 −4.362× 10−02

0.25 0.95 4.85× 10−01 1.52× 10+02 4.75× 10−03 38.22 24.24 −4.125× 10−02

0.3 0.95 3.98× 10−01 1.46× 10+02 3.89× 10−03 40.42 25.50 −3.921× 10−02

0.35 0.95 2.97× 10−01 1.40× 10+02 2.90× 10−03 42.50 26.24 −3.811× 10−02

0.0 0.945 7.86× 10−01 1.89× 10+02 7.69× 10−03 27.70 19.07 −5.244× 10−02

0.0 0.9406 7.54× 10−01 1.97× 10+02 7.37× 10−03 28.29 10.93 −9.146× 10−02

Cuadro 4.2: Continuación del Cuadro 4.1 para el resto de valores de Ω 0.96, 0.95 y el lı́mite de
los experimentos donde el programa HYDWIND deja de converger cercano a 0.94.

Notemos además que por defecto el programa HYDWIND, los resultados los entrega a 3, 4
cifras significativas dependiendo del tipo de resultado (velocidades, valor propio, etc.), pero
el camino a la determinación del valor de Ω más bajo que se ha logrado obtener, se está
encontrando con 5 cifras significativas.
Remarcamos que la atención será focalizada en la solución GammaVis, usándola como perfil
de prueba para inicializar la variación paramétrica, centrada en los parámetros δ y Ω. Rodrı́guez [25]
menciona que, como consecuencia del transporte de momento angular a lo largo del viento,
debido a la presencia de viscosidad, cuando γvis = 0.5, el viento rota de forma kepleriana, es
decir, el momento angular del viento decrece con el radio como r−1/2.
Retomamos el análisis del valor propio C̄, mediante el cual se guarda la relación entre la
pérdida de masa Ṁ y la luminosidad L como sigue (recordando las ecuaciones (2.23) y (3.6)):

C = ΓGMk

(
4π

σevthṀ

)α

, (4.1)

con

C̄ = C

(
ṀD

2π

10−11

aR2
∗

)δ

(a2R∗)
(α−1). (4.2)

Como se tienen velocidades de rotación Ω altas en todos los casos, se propone presentar con
más detalle el comportamiento del perfil de velocidad del viento para valores de δ mayores
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a 0.25 y sus incrementos para los valores fijos de Ω. Retomando los parámetros fijos que se
consideran: Teff = 21000 [K], R∗ = 4.5 [R⊙], log g = 4.00, k = 0.32, α = 0.5 y γvis = 0.52.
Los resultados de la primera solución son los siguientes:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

2.89× 10+00 9.06× 10+01 2.83× 10−02 24.47 26.24

Cuadro 4.3: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.25 y Ω = 0.99.

El comportamiento de la solución numérica se presenta en la siguiente figura:

Figura 4.11: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.99.

Se remarca que la velocidad terminal es más baja que en la condición inicial, además vemos
que la dinámica del perfil de velocidad sigue siendo estrictamente creciente.
Veamos ahora que sucede con δ = 0.35.
Donde se rescatan los resultados del cuadro de soluciones numéricas:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

8.24× 10+00 8.58× 10+01 8.06× 10−02 25.82 28.73

Cuadro 4.4: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.35 y Ω = 0.99.
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Figura 4.12: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.35 y Ω = 0.99.

Se debe notar la alta velocidad inicial v0 que posee esta solución, la cual comienza con una
velocidad mayor, con respecto al perfil de prueba y termina con una velocidad terminal menor.
Veamos ahora el comportamiento del perfil de velocidad del viento pero para un valor fijo de
Ω = 0.98 y valores de ionización mayores a 0.25.
Donde los resultados de la solución numérica son:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

1.62× 10+00 1.07× 10+02 1.58× 10−02 28.29 25.50

Cuadro 4.5: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.25 y Ω = 0.98.

Figura 4.13: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.98.
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En esta Figura 4.13, remarcamos que prácticamente todo el perfil de velocidad está caracteri-
zado por velocidades menores a las del perfil de prueba.
Al igual que antes, analicemos qué ocurre cuando δ = 0.35.

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

2.86× 10+00 9.95× 10+01 2.79× 10−02 30.26 27.85

Cuadro 4.6: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.35 y Ω = 0.98.

Figura 4.14: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.98.

El perfil de prueba en rojo, es el perfil de velocidad presentado en la Figura 4.12, en la cual la
velocidad inicial, v0, es considerablemente alta comparado con el perfil de velocidad en azul. Se
puede apreciar que esta solución tiene por velocidad inicial un tanto más baja que la velocidad
inicial del perfil de prueba, pero prontamente la solución numérica describe velocidades más
altas.
De igual forma seguiremos analizando las soluciones numéricas para cada valor de Ω consi-
derado y los valores altos de δ = 0.25 y 0.35.
Ahora para Ω = 0.97 y δ = 0.25 tenemos:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

1.01× 10+00 1.22× 10+02 9.88× 10−03 31.82 24.80

Cuadro 4.7: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.25 y Ω = 0.97.
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Figura 4.15: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.97.

Para este caso, sólo la velocidad inicial v0 está por debajo del perfil de prueba, luego toda la
solución numérica describe velocidades más altas. Además se logra percibir un ligero cambio
en la concavidad de la solución numérica.
Ahora para δ = 0.35, tenemos:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

1.18× 10+00 1.13× 10+02 1.15× 10−02 34.55 27.02

Cuadro 4.8: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.35 y Ω = 0.97.

Figura 4.16: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.35 y Ω = 0.97.

En términos de cualidades, esta solución numérica es similar para el caso δ = 0.25 pero esta
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sı́ describe una velocidad terminal más baja. Veamos ahora el caso donde el valor Ω = 0.96

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

6.81× 10−01 1.37× 10+02 6.66× 10−03 35.12 24.24

Cuadro 4.9: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.25 y Ω = 0.96.

Figura 4.17: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.96.

Comparado al caso anterior, esta solución describe una velocidad terminal más alta, y se sigue
manteniendo ese cambio de concavidad sutil en la dinámica del perfil de velocidad.
De forma similar mostramos ahora el caso δ = 0.35.

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

5.61× 10−01 1.27× 10+02 5.49× 10−03 38.63 27.02

Cuadro 4.10: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.35 y Ω = 0.96.
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Figura 4.18: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.35 y Ω = 0.96.

De manera similar, las cualidades en la velocidad inicial v0 y en los comportamientos del perfil
de velocidad se mantienen para estas variaciones, y en este caso describimos una velocidad
terminal más baja que la anterior.
Finalmente, veamos ahora los dos casos de ionización alta para el valor de Ω = 0.95

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

4.85× 10−01 1.52× 10+02 4.75× 10−03 38.22 24.24

Cuadro 4.11: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.25 y Ω = 0.95.

Figura 4.19: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.25 y Ω = 0.95.

Para este caso, si se percibe un cambio de concavidad cercano a la superficie estelar.
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Ahora para el caso δ = 0.35

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

2.97× 10−01 1.40× 10+02 2.90× 10−03 42.50 26.24

Cuadro 4.12: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.35 y Ω = 0.95.

Figura 4.20: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.35 y Ω = 0.95.

Para esta solución numérica, se aprecia una velocidad terminal menor que el caso presentado
en la Figura 4.19.
Para ir cerrando esta sección de soluciones numéricas, presentemos un caso con cualidades
particulares:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

8.26× 10−01 1.80× 10+02 8.08× 10−03 27.01 19.07

Cuadro 4.13: Resultados del perfil de velocidad utilizando δ = 0.00 y Ω = 0.95.
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Figura 4.21: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son δ = 0.00 y Ω = 0.95.

Para este caso sin cambios en la ionización, el valor de Ω induce un gran cambio de concavidad
lo que implica cambios en la dinámica del perfil de velocidad.
Se remarca que a través del procedimiento de búsqueda de soluciones numéricas, solo se
obtienen soluciones lentas, dado que se ha considerado un perfil de prueba que corresponde a
una solución lenta para la inicialización del proceso. Esto se puede verificar con la localización
de los puntos singulares, los cuales en todos los casos presentados, se encuentran lejanos a
la superficie estelar, todos mayores a 10 radios estelares.

4.5. Análisis de soluciones

En el caso con δ = 0.00, si se compara con los casos anteriores, se observa que la influencia
de valores altos para el cambio de la ionización, resulta en cambios de concavidad para el
perfil de velocidad menos drásticos, es decir, más suaves. Esto sugiere que la disminución del
valor de Ω provoca cambios en la concavidad del perfil, aunque es importante recordar que,
en el modelo inicial GammaVis, el perfil de velocidad es estrictamente creciente. Sin embargo,
al aumentar el valor de δ, la ionización parece tener un efecto modulador que suaviza estos
cambios en el gradiente de la velocidad del viento, haciendo que las transiciones sean más
graduales y menos abruptas.
Este comportamiento puede interpretarse como una interacción compleja entre los efectos de
rotación y ionización en el perfil de velocidad del viento estelar. La rotación Ω actúa como un
factor que introduce variabilidad y posibles inflexiones en el perfil de velocidad, alterando la
concavidad de la curva y provocando bifurcaciones que podrı́an reflejarse en comportamien-
tos dinámicos inestables, dada las dificultades en la obtención de soluciones numéricas para
valores de Ω ≤ 0.94. Sin embargo, al incrementar δ, se observa que la ionización contribuye
a estabilizar el gradiente de velocidad, mitigando las variaciones bruscas e inflexiones que la
rotación puede inducir.
Este fenómeno sugiere que, en modelos de vientos estelares donde los cambios en la ioniza-
ción juegan un papel predominante, es posible que la estructura del viento sea más robusta y
menos susceptible a cambios abruptos en la velocidad a lo largo del perfil. Los cambios en la
ionización parece actuar como un amortiguador de las fluctuaciones inducidas por la rotación,
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lo que podrı́a tener implicaciones significativas en la predicción y modelización de vientos es-
telares, especialmente en aquellos sistemas donde ambos parámetros, Ω y δ, varı́an dentro de
rangos amplios.

4.6. Observaciones sobre los valores propios y velocidades ter-
minales

Se presenta un análisis del comportamiento de los valores propios y las velocidades terminales
obtenidos para los intervalos de ionización δ ∈ [0, 0.35] y rotación Ω ∈ [0.99, 0.95], ası́ como sus
respectivas combinaciones, abarcando un total de 40 soluciones numéricas.
Este análisis busca identificar patrones y tendencias en la variación de los valores propios y
velocidades terminales al modificar los parámetros de ionización y rotación. Al examinar dife-
rentes combinaciones dentro de los rangos indicados, se pueden obtener conocimientos sobre
cómo estos factores afectan el comportamiento dinámico del sistema. Es importante destacar
que la elección de estos intervalos no es arbitraria, sino que está motivada por la necesidad
de explorar valores altos en ambos parámetros, lo que proporciona una visión integral del
fenómeno en estudio. Además, la combinación de estos parámetros ofrece la posibilidad de
observar posibles escenarios de bifurcaciones con respecto a los cambios cualitativos en las
soluciones numéricas.

(a) (b)

Figura 4.22: Parte (a): Presentación de la evolución de los valores propios bajo la dependencia
paramétrica de δ para cada valor de Ω fijo. Parte (b): Presentación de la evolución de los
valores propios, disminuyendo el valor de Ω para cada valor fijo de δ.

En primer lugar, se observa que la influencia de la rotación Ω provoca que los valores propios
tiendan a aumentar a medida que el valor de Ω disminuye. Por otro lado, la influencia de los
cambios en la ionización δ muestra un comportamiento monótono creciente, es decir, los valo-
res propios aumentan a medida que δ se incrementa. Esto implica que, si se buscan soluciones
partiendo de un perfil de velocidad inicial descrito por una solución exacta para valores más
altos de δ, será necesario considerar valores propios más elevados que los obtenidos previa-
mente. De manera similar, si se intenta reducir la rotación Ω, también será necesario ajustar al
alza los valores propios.
Este comportamiento sugiere que los valores de Ω y δ están intrı́nsecamente ligados a la
estabilidad y al comportamiento dinámico del sistema. La tendencia al aumento de los valores
propios conforme disminuye Ω puede estar relacionada con una mayor complejidad en las
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trayectorias del sistema, lo que exige una mayor precisión en la selección de los valores propios
para asegurar la convergencia de las soluciones numéricas. De igual manera, el aumento de δ
exige un ajuste en los valores propios para mantener la estabilidad del modelo.
Se presenta ahora el comportamiento de la velocidad terminal

(a) (b)

Figura 4.23: Parte (a): Presentación de la evolución de las velocidades terminales v∞, en
función de la dependencia paramétrica para los incrementos de δ, con cada valor de Ω fijo.
Parte (b): Presentación de la dinámica de las velocidades terminales v∞ pero, realizando la
disminución del valor Ω para cada valor fijo de δ.

En contraste con el análisis del comportamiento de los valores propios, en el caso de las
velocidades terminales, se observa que a medida que aumenta el cambio en la ionización δ,
las velocidades terminales descritas por las soluciones numéricas tienden a ser cada vez más
bajas. Sin embargo, cuando el valor de Ω disminuye, las velocidades terminales aumentan
inicialmente, pero con el aumento de δ, estas velocidades comienzan a disminuir nuevamente.
Es importante destacar que, a medida que las velocidades terminales disminuyen, estas se de-
sarrollan a mayor distancia de la superficie estelar. Esto se evidencia en los gráficos y cuadros
presentados anteriormente. Esto implica que, si se desean alcanzar velocidades terminales
bajas, es necesario buscar puntos crı́ticos que se manifiesten a distancias cada vez mayores
de la superficie estelar.
Este comportamiento puede establecer que un mayor cambio en la ionización δ podrı́a estar
asociada con un mayor arrastre del material, lo que reduce la velocidad terminal a medida
que se aleja de la estrella. Por otro lado, la relación inversa con Ω sugiere que la rotación
estelar juega un papel considerable en la aceleración del viento, elevando las velocidades
terminales hasta cierto punto, antes de que el creciente cambio en la ionización provoque una
disminución.
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4.7. Análisis de puntos crı́ticos

En esta sección remarcamos la evolución de la ubicación de los puntos crı́ticos en las distintas
soluciones que se han obtenido.
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Figura 4.24: Parte (a): Presentación de las curvas de nivel resultantes de la intersección entre
la superficie R(u, Z) y el semiplano R(u, Z) = 0, bajo los distintos valores de δ para cada Ω
fijo. Parte (b) se presenta la ventana [−0.06, 0.00] × [0.00, 0.6] de la parte (a) en adición de los
puntos crı́ticos correspondientes a cada solución.

En la Figura 4.24, para la parte izquierda de la gráfica 4.24a, se debe precisar que las distintas
curvas de nivel, representadas por igual color, evolucionan en función del parámetro δ de
derecha a izquierda. En contraste, en la parte derecha de 4.24a o bien la ventana presentada
en 4.24b, la evolución es de izquierda a derecha.
Si se observa la parte izquierda de 4.24a, es importante notar que para valores fijos de Ω, la
dinámica de las curvas de nivel tiende a amplificar la caracterı́stica inherente de cada curva
(amplitud de la curva). Esto se refleja en las observaciones gráficas del perfil de velocidad
del viento, especı́ficamente en los cambios del gradiente de velocidad, que se manifiestan en
las variaciones de la concavidad de la curva del perfil de velocidad. En este estudio gráfico,
se puede observar que un perfil de velocidad con cambios de concavidad está asociado con
una gran curva de nivel en la superficie R(u, Z). A medida que analizamos cada grupo de
curvas para un valor fijo de Ω, se aprecia que la disminución de Ω provoca bifurcaciones en
el gradiente de velocidad. Además, al examinar cómo estas curvas dependen de δ, se puede
concluir que, a medida que aumenta el valor del cambio en la ionización δ, las curvas de nivel
tienden a regularizarse. Esto sugiere que, con valores elevados de δ, las bifurcaciones en el
gradiente de velocidad tienden a disiparse, lo que se traduce en un perfil de velocidad más
estable y menos propenso a cambios abruptos.
Pasando al análisis detallado de la gráfica 4.24b, se observa que los puntos crı́ticos para cada
valor fijo de Ω se alejan progresivamente de la superficie estelar a medida que aumenta δ.
Esto se deduce de la definición de la variable u = R∗/r, donde valores más cercanos a 0 en
el eje horizontal indican una mayor distancia respecto a la superficie estelar. Esta observación
también se conecta con el análisis de valores propios en la sección anterior, donde se esta-
bleció que, a medida que el valor propio aumenta, el punto crı́tico debe ubicarse más lejos
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de la superficie estelar. Este alejamiento indica un cambio en la estructura del viento estelar,
posiblemente relacionado con una mayor estabilización del viento en respuesta a un mayor
nivel de ionización.

4.8. Conclusiones y discusiones acerca de los resultados obteni-
dos

En primer lugar, es importante destacar que se han tomado soluciones lentas como punto de
partida en nuestro procedimiento de búsqueda de soluciones. Esta consideración ha producido
soluciones numéricas lentas obtenidas del programa HYDWIND, ya que, como explica Araya et
al. [4], no es adecuado utilizar soluciones lentas como prueba para buscar soluciones rápidas, y
viceversa. Este enfoque subraya la necesidad de una cuidadosa selección inicial, considerando
que la naturaleza de la solución de entrada influye directamente en el tipo de solución que se
obtendrá.
También se ha observado que tanto el aumento del cambio en la ionización δ como la dismi-
nución de la rotación Ω tienden a incrementar el valor propio. Por lo tanto, al buscar soluciones
y determinar un valor propio adecuado, es recomendable optar por un aumento de este valor
cuando se considere una menor velocidad de rotación y un incremento en la ionización. Esta
relación sugiere que los cambios en estos parámetros afectan directamente la estabilidad y el
comportamiento de las soluciones.
Para ampliar el análisis, se destaca que los escenarios de bifurcación no solo complican la
precisión en la determinación de los valores propios, sino que también tienen un impacto sig-
nificativo en la estabilidad del sistema. Las soluciones rápidas y lentas presentan dinámicas
diferentes, lo que exige un enfoque detallado y especı́fico para cada caso. Esto resalta la impor-
tancia de seleccionar adecuadamente los valores iniciales y los parámetros de modelado, ya
que, influye en la obtención de resultados precisos y consistentes en la simulación de vientos
estelares. Un análisis detallado de estos factores es necesario para comprender plenamente
las implicaciones fı́sicas y numéricas de las soluciones obtenidas en el contexto de los vientos
estelares.

4.9. Estudios numéricos futuros

Considerando que se han fijado los valores de α = 0.5 y γvis = 0.52, en base al criterio de
la consideración de la solución GammaVis que hemos tomado como perfil de prueba para
inicializar el procedimiento de búsqueda de soluciones, y que la variación paramétrica en la
obtención de soluciones numéricas se ha centrado en la influencia de los parámetros δ y Ω,
estudios futuros quizás podrı́an enfocarse en analizar conjuntamente la influencia de los cuatro
parámetros mencionados. Veamos, por ejemplo, dos soluciones particulares, con valores de α
y γvis distintos, que se encontraron después de realizar toda la experimentación numérica de
este trabajo y sus respectivas conclusiones.
Por un lado, la primera solución numérica posee los siguientes resultados:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

1.64 ×10−05 1.15 ×10+02 1.60 ×10−07 49.99 16.93

Cuadro 4.14: Resultados del perfil de velocidad utilizando α = 0.41, γvis = 0.51, δ = 0.35 y
Ω = 0.95.
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Figura 4.25: En la curva azul se presenta el perfil de velocidad de una solución lenta, en rojo; el
perfil de prueba, en negro; el punto crı́tico. Los parámetros utilizados son α = 0.41, γvis = 0.51,
δ = 0.35 y Ω = 0.95.

Notemos en esta solución lo baja que es la velocidad inicial. En la gráfica presentada en la
Figura 4.25, se puede apreciar que el perfil de velocidad se mantiene siempre por debajo del
perfil de prueba. Además, se observa cómo la velocidad permanece constante y baja hasta
que comienza a incrementarse.
Por otro lado, para la segunda solución se tiene:

v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc

2.17 ×10−03 6.17 ×10+01 2.12 ×10−05 33.86 31.75

Cuadro 4.15: Resultados del perfil de velocidad utilizando α = 0.40, γvis = 0.52, δ = 0.35 y
Ω = 0.99.
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Figura 4.26: Perfil de velocidad del viento (curva azul) de una solución lenta utilizando α = 0.40,
γvis = 0.52 δ = 0.35 y Ω = 0.99. El punto negro corresponde al punto crı́tico alejado de la
superficie estelar.

Para obtener la solución presentada en la Figura 4.26, se consigue con un perfil de prueba
cuya velocidad inicial, v0, es bastante alta. También se destaca lo baja que es la velocidad
terminal (cercana a 62 [km/s]), la cual es la más baja encontrada en este trabajo. Además,
se observa que el perfil de velocidad crece a una tasa lenta; cerca de la superficie estelar, la
velocidad permanece constante. Ya más próximos al punto crı́tico, el aumento de la velocidad
parece seguir un patrón de crecimiento exponencial.
Estos ejemplos son útiles para destacar que los cambios en los valores de α, γvis, δ y Ω juegan
un gran papel al describir los vientos estelares, ya que se observan cualidades notorias en las
cantidades fı́sicas asociadas a estos vientos. Cabe destacar que los experimentos numéricos
que consideren las variaciones de estos cuatro parámetros, podrı́an ser considerablemente
más sensibles en términos de convergencia, y los resultados obtenidos tal vez requerirán, a su
vez, una interpretación más cuidadosa.
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Capı́tulo 5

Conclusiones generales del trabajo de
tı́tulo

En este trabajo, se han estudiado soluciones numéricas lentas provenientes de un modelo que
describe los vientos impulsados por radiación en estrellas masivas. Este modelo, que ya ha
sido analizado en la literatura, está descrito por ecuaciones diferenciales no-lineales y cambios
de variables adecuados que permiten dar un enfoque paramétrico.
Se utilizaron teoremas y herramientas numéricas que permiten una descripción fı́sica de es-
tos vientos, con el objetivo de encontrar soluciones numéricas que proporcionen información
favorable para un análisis paramétrico. Este análisis se ha focalizado en la descripción de
las cualidades intrı́nsecas del perfil de velocidad del viento, los valores propios asociados al
problema y la localización de puntos crı́ticos.
Se realizó un estudio de carácter numérico que conecta los comportamientos descriptivos del
viento estelar con las soluciones numéricas del problema fı́sico abordado. A través de esto se
distingue cómo la elección de parámetros debe ser cuidadosa, no solo para la convergencia
de soluciones numéricas, sino también para entender la dinámica de los valores propios y
la localización de puntos crı́ticos, aspectos esenciales en la búsqueda de nuevas soluciones
numéricas.
A través del uso del código HYDWIND se ha logrado obtener soluciones lentas que muestran
una alta dependencia del cambio en la ionización a lo largo del tiempo, parametrizado por δ
y la velocidad de rotación Ω en los intervalos [0.00, 0.35] y [0.95, 0.99] respectivamente. Estos
intervalos se han determinado a partir de la solución que se toma como perfil de prueba inicial.
Para el caso de δ, el perfil de prueba comienza con δ = 0, y se fue subiendo el valor hasta
encontrar dificultades numéricas en la convergencia de soluciones. Similar para Ω, el perfil
de prueba comenzaba con Ω = 0.99, y se fue bajando el valor hasta llegar al punto donde
no se obtuvo convergencia para las soluciones numéricas. Ası́ se obtuvieron los intervalos
mencionados, donde los resultados numéricos fueron analizados.
Al estudiar los resultados obtenidos, se ha observado en primer lugar que todas las soluciones
presentadas son lentas, lo cual se refleja en la localización de los puntos crı́ticos, que se
encuentran a más de 10 radios estelares. Esto se debe a que la solución tomada como perfil
de prueba corresponde a una solución lenta. Por lo tanto, es importante considerar que el
perfil de prueba influye en la naturaleza de las soluciones numéricas obtenidas. Luego, se ha
mostrado cómo los parámetros δ y Ω están estrechamente interconectadas en su contribución
a las caracterı́sticas de los vientos estelares.
Por medio de presentaciones de figuras para el perfil de velocidad y cuadros que sintetizan
las cantidades de interés, como las velocidades terminales, tasa de perdida masa, los valores
propios, radios y puntos crı́ticos. Se logra apreciar por un lado, la disminución de Ω induce
cambios significativos en el gradiente de velocidad, provocando cambios de concavidad en

58



el perfil de velocidad. Por otro lado el aumento de δ tiende a regularizar el comportamiento
del perfil de velocidad, favoreciendo una evolución más monótona, es decir, un aumento en
la velocidad del viento estrictamente creciente a medida que se aleja de la superficie estelar.
Este comportamiento también se ve reflejado en el estudio gráfico de las curvas, donde se
localizan los puntos crı́ticos. Se ha logrado observar que la disminución del valor de velocidad
de rotación Ω, produce mayores amplitudes de estas curvas, mientras que el aumento en el
cambio de ionización δ, tiende a disminuir esta caracterı́stica.
A nivel fı́sico, la disminución de Ω provoca velocidades terminales cada vez más altas, mien-
tras que el aumento en los valores de δ resulta en una disminución de estas velocidades, lo
que puede indicar un mayor arrastre de material, lo que reducirı́a su velocidad. Además, se ha
identificado una dependencia creciente de los valores propios conforme disminuye Ω y aumen-
ta δ. Por lo tanto, al buscar soluciones y determinar un valor propio adecuado. Considerando un
perfil de prueba correspondiente a una solución analı́tica. Se recomienda optar por el aumento
del valor propio cuando se esté considerando una velocidad de rotación Ω menor e incremen-
tos en el cambio de ionización δ. Finalmente, se ha podido establecer una relación entre los
valores propios y los puntos crı́ticos, mostrando que a medida que el valor propio aumenta, el
punto crı́tico se aleja progresivamente de la superficie estelar.
A través de estas observaciones, se obtiene un estudio preliminar vinculado en conjunto a es-
tudios posteriores focalizados en el análisis conjunto de los parámetros k, α, γvis, δ y Ω, con
el fin de establecer su influencia tanto en las caracterı́sticas del perfil de velocidad como en
las interpretaciones y efectos sobre las cantidades fı́sicas, como las velocidades terminales,
la tasa de pérdida de masa, el radio crı́tico, entre otros. Además, un aspecto adicional a con-
siderar es la sensibilidad de las soluciones numéricas frente a variaciones en los parámetros
mencionados. Las soluciones que podrı́an ser obtenidas pueden ser altamente dependientes
de pequeños cambios en estos parámetros, lo que resalta la ayuda de un análisis matemático
cualitativo. Un enfoque analı́tico detallado podrı́a ayudar a comprender mejor las cualidades de
las soluciones y proporcionar un marco teórico más robusto para anticipar cómo variaciones
conjuntas en los parámetros, afectan el comportamiento del modelo que describe los vientos
estelares impulsados por estrellas masivas.
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Capı́tulo 6

Anexos

En este apartado se encuentran los anexos tanto para la profundización del programa HYD-
WIND, las herramientas matemáticas, clasificación de estrellas, soluciones extras para una
discretización más fina de δ.

6.1. Programa HYDWIND

Desde el programa HYDWIND, se emplea una forma de buscar nuevas soluciones además de
dar la ubicación de los puntos crı́ticos en función de la variación los parámetros Ω y δ.
Este programa utiliza un archivo de entrada llamado for011.dat el cual esta representado en el
siguiente cuadro:

Fila Parámetros
1 Nombre Modelo Flag1 Flag2 FTW
2 Teff log(g) R∗
3 Ω γvis
4 k α δ

5 YHe ZHe

6 Teorı́a Método Flag3 Flag4
7 tau/den Valor 1
8 ri rn n
9 θini θend θstep
10 Convcrit Correction
11 Flag5 Flag6 Flag7 Flag8
12 Trivial v(r) Valor 2 Valor 3 Valor4 Flag9

Los valores tı́picamente que se han variado son valores estelares, ya que, las ”Flag”, nos
indican qué considerar, como la opción file, que archivos de output guardar. etc. Por defecto
utilizamos la siguiente configuración
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Fila Parámetros
1 Nombre Modelo T F F
2 Teff log(g) R∗
3 Ω γvis
4 k α δ

5 0.1 1
6 ppk sp F F
7 den 5.d-11
8 ri rn n
9 90 90 0

10 1e-6 1e-3
11 T T F F
12 file 0 0 C̄ F

Donde para la búsqueda de nuevas soluciones, particularmente variamos las filas 2, 3 y 4 más
el valor de C ′.

Figura 6.1: Vista preliminar del archivo de entrada para el programa HYDWIND donde se ven
especificados todos los parámetros a considerar para la búsqueda del perfil de velocidad.

Ahora, el programa produce dos archivos .dat de salida, uno de ellos especifica el valor numéri-
co del perfil de velocidad en cada punto de la malla y el otro archivo nos produce un resumen
de los valores encontrados por el programa, destacando el perfil de velocidad, la tasa pérdida
de masa, el punto crı́tico y la relación Wind Momentum Luminosity.

Figura 6.2: Archivo de salida en el cual se resume las cantidades encontradas en el programa.
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6.1. PROGRAMA HYDWIND

Además contamos con un código de Python que ilustra de manera clara los outputs del pro-
grama HYDWIND a través de gráficos para el perfil de velocidad más un resumen en forma de
cuadro para los parámetros estelares.
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Figura 6.3: El código de Python entrega el siguiente conjunto de gráficos, donde en el primer
gráfico vemos el perfil de velocidad en km−1 en azul tomando el cambio de variable u lo cual
hace que la superficie esté representada por −1 en el eje horizontal, además observamos la
ubicación del punto crı́tico en negro. El cuadro con dos curvas, muestra el perfil de velocidad
inicial del programa en la curva roja, la cual converge a la curva azul, es decir, el perfil de
velocidad del viento inicial, converge al perfil de velocidad descrito por la curva azul del primer
recuadro. Finalmente, se presenta el cuadro de parámetros y resultados.
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Esto establece cuándo una solución fı́sicamente relevante, ya que cumple con las condiciones
mencionadas en este escrito las cuales son, comenzar en la superficie, atravesar el punto
crı́tico y extenderse hacia el infinito.

6.2. Herramientas matematicas

El programa HYDWIND funciona con el método de Diferencias Finitas (detalles en [23]) para
la discretización de la ecuación (3.4). Este método es una técnica numérica para aproximar
soluciones de ecuaciones diferenciales. Su fundamento se basa en la idea de aproximar las
derivadas de una función mediante diferencias finitas entre valores de la función en puntos
discretos.
En lugar de trabajar con funciones continuas, el dominio del problema (generalmente un in-
tervalo en una dimensión o una región en dos o más dimensiones) se divide en una malla de
puntos discretos.
Para una función f(x), la primera derivada f ′(x) puede aproximarse por una diferencia finita:

f ′(xi) ≈
f(xi+1)− f(xi)

h
, (6.1)

donde h es el tamaño del paso entre los puntos xi y xi+1.
Luego de este paso de discretización el programa toma como método de integración por de-
fecto el método Spline (más detalles en [23]).
En la Sección 3.1 hemos remarcado el problema de la no normalización de la ecuación que
describe el modelo, debido a esto presentamos el Teorema de la Función Implı́cita [15], una
herramienta útil para la construcción del sistema dinámico.

Teorema 6.2.1. Función Implı́cita. Supongamos que F : Rn×R → Rn es una función continua
y diferenciable de las variables (y1, . . . , yn) ∈ Rn y z ∈ R, tal que F (0, 0) = 0. Si el Jacobiano
de la matriz DF (0, 0) (donde (DF )ij = ∂Fi

∂yj
) es invertible entonces existe ϵ > 0 y una curva

suave
yi = Yi(z, ) i = 1, . . . , n,

la cual es única solución de F (y1, . . . , yn, z) = 0 en |z| < ϵ, |y| < ϵ.

Se tiene la necesidad de considerar un resultado sobre existencia de una solución para un pro-
blema de Cauchy para EDOs donde las funciones sean analı́ticas (ver la versión generalizada
para EDP [17]).

Teorema 6.2.2. Cauchy-Kowalevski. Supongamos que tenemos un sistema de EDOs de
primer orden de la forma:

dyi
dt

= Fi(t, y1, y2, . . . , yn), i = 1, 2, . . . , n (6.2)

con condiciones iniciales:

yi(0) = yi0, i = 1, 2, . . . , n, (6.3)

donde las funciones Fi(t, y1, y2, . . . , yn) son analı́ticas en un entorno del punto inicial (0, y10, y20, . . . , yn0)
en el espacio Rn+1.
Entonces existe un intervalo (−T, T ) alrededor de t = 0 y una solución analı́tica yi(t) para
i = 1, 2, . . . , n en este intervalo, además la solución es única en el intervalo (−T, T ).
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Veamos un ejemplo para evidenciar la problemática de una ecuación no normalizada y su
relación con la normalización en la derivada como sigue:

(y′)2 = 1,

y(0) = 0.
(6.4)

Este problema describe de manera precisa la gran dificultad que conlleva una no linealidad en
la derivada, ya que podemos tener dos soluciones como sigue:

y(t) =

{
t,

−t.
(6.5)

Debido a la condición inicial y(0) = 0 , y dado que la ecuación no está normalizada, no pode-
mos garantizar la unicidad de una solución.
Ahora si se considera el teorema de la función implı́cita, para la función F (t, y, y′) = (y′)2 − 1,
el teorema garantiza la existencia de una función y(t) en torno a un punto si la derivada parcial
de F con respecto a y′ no es cero. Para este caso, tenemos:

∂F

∂y′
= 2y′. (6.6)

En los puntos donde y′ = ±1, la derivada parcial es 2 o -2, lo cual no es cero, lo que confirma
la aplicabilidad del teorema para obtener las soluciones encontradas.
Para el ejemplo anterior tanto la ecuación como la condición inicial son analı́ticas, además
las dos soluciones encontradas también lo son (son polinomios), por tanto, dado el teorema
anterior, ambas soluciones son válidas, luego se concluye sobre la problemática de no poder
garantizar la unicidad en t=0.
Por otro lado, dado que el problema fı́sico depende de varios parámetros, se necesita un
teorema de dependencia continua de estos [16]:

Teorema 6.2.3. Dependencia Continua de los Parámetros. Supongamos que X
′
= Fa(X)

un sistema de ecuaciones diferenciales para el que Fa es continuamente diferenciable tanto
en X como en a. Entonces el flujo de este sistema también depende continuamente de a.
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6.3. CLASIFICACIÓN DE ESTRELLAS

6.3. Clasificación de estrellas

Figura 6.4: Clasificación de estrellas tipo espectral (tomada de [6]).

6.4. Cuadros de Soluciones

Acá se presenta una discretización para el valor de δ más fina para evidenciar esquemáti-
camente la dependencia continua de este parámetro. De igual forma que en el capı́tulo de
resultados, se consideran fijos los valores de α = 0.5 y γvis = 0.52.
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6.4. CUADROS DE SOLUCIONES

α = 0.5, k = 0.32, γvis = 0.52

δ Ω v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc uc

0.001 0.99 1.45× 10+00 1.07× 10+02 1.42× 10−02 20.39 20.45 −4.890× 10−02

0.002 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.42× 10−02 20.41 20.54 −4.890× 10−02

0.003 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.43 20.54 −4.890× 10−02

0.004 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.45 20.54 −4.890× 10−02

0.005 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.47 20.54 −4.890× 10−02

0.006 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.49 20.54 −4.890× 10−02

0.007 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.51 20.54 −4.890× 10−02

0.008 0.99 1.46× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.53 20.54 −4.890× 10−02

0.009 0.99 1.47× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.55 20.54 −4.890× 10−02

0.01 0.99 1.47× 10+00 1.07× 10+02 1.43× 10−02 20.56 20.82 −4.803× 10−02

0.011 0.99 1.47× 10+00 1.07× 10+02 1.44× 10−02 20.58 20.82 −4.803× 10−02

0.012 0.99 1.47× 10+00 1.07× 10+02 1.44× 10−02 20.60 20.82 −4.803× 10−02

0.013 0.99 1.47× 10+00 1.06× 10+02 1.44× 10−02 20.62 20.82 −4.803× 10−02

0.014 0.99 1.47× 10+00 1.06× 10+02 1.44× 10−02 20.64 20.82 −4.803× 10−02

0.015 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.44× 10−02 20.65 20.82 −4.803× 10−02

0.016 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.44× 10−02 20.67 20.82 −4.803× 10−02

0.017 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.69 20.82 −4.803× 10−02

0.018 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.71 20.82 −4.803× 10−02

0.019 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.73 20.82 −4.803× 10−02

0.02 0.99 1.48× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.75 20.82 −4.803× 10−02

0.021 0.99 1.49× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.77 20.82 −4.803× 10−02

0.022 0.99 1.49× 10+00 1.06× 10+02 1.45× 10−02 20.79 20.82 −4.803× 10−02

0.023 0.99 1.49× 10+00 1.06× 10+02 1.46× 10−02 20.81 21.31 −4.693× 10−02

Cuadro 6.1: Resultados de las soluciones numéricas encontradas para distintos valores de δ y
Ω considerando valores fijos de α = 0.5 y γvis = 0.52. Con incrementos del parámetro δ mas
finos.

Este Cuadro 6.1 busca remarcar la dependencia continua del parámetro δ donde para incre-
mentos pequeños del valor, los resultados para la caracterización del viento varı́an en menor
medida para un valor fijo de Ω = 0.99
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6.4. CUADROS DE SOLUCIONES

α = 0.5, k = 0.32, γvis = 0.52

δ Ω v0[kms−1] v∞[kms−1] Ṁ [10−6M⊙yr
−1] C̄ rc uc

0.03 0.99 1.50× 10+00 1.05× 10+02 1.47× 10−02 20.93 21.31 −4.693× 10−02

0.035 0.99 1.51× 10+00 1.05× 10+02 1.48× 10−02 21.03 21.31 −4.693× 10−02

0.04 0.99 1.52× 10+00 1.05× 10+02 1.49× 10−02 21.12 21.31 −4.693× 10−02

0.045 0.99 1.53× 10+00 1.04× 10+02 1.50× 10−02 21.21 21.82 −4.583× 10−02

0.05∗ 0.99 1.54× 10+00 1.04× 10+02 1.51× 10−02 21.30 21.82 −4.583× 10−02

0.06 0.99 1.56× 10+00 1.03× 10+02 1.53× 10−02 21.48 21.82 −4.583× 10−02

0.07 0.99 1.59× 10+00 1.03× 10+02 1.55× 10−02 21.66 22.36 −4.473× 10−02

0.08 0.99 1.61× 10+00 1.02× 10+02 1.58× 10−02 21.84 22.36 −4.473× 10−02

0.09 0.99 1.64× 10+00 1.01× 10+02 1.61× 10−02 22.01 22.36 −4.473× 10−02

0.1∗ 0.99 1.67× 10+00 1.0× 10+02 1.64× 10−02 22.19 22.92 −4.362× 10−02

0.15∗ 0.99 1.87× 10+00 9.71× 10+01 1.84× 10−02 23.01 24.14 −4.142× 10−02

0.2∗ 0.99 2.24× 10+00 9.38× 10+01 2.19× 10−02 23.78 25.50 −3.921× 10−02

0.25∗ 0.99 2.89× 10+00 9.06× 10+01 2.83× 10−02 24.47 26.24 −3.811× 10−02

0.3∗ 0.99 4.30× 10+00 8.77× 10+01 4.21× 10−02 25.11 27.85 −3.591× 10−02

0.35∗ 0.99 8.24× 10+00 8.58× 10+01 8.06× 10−02 25.82 28.72 −3.481× 10−02

0.385873 0.99 1.65× 10+01 8.65× 10+01 1.62× 10−01 26.71 28.73 −3.481× 10−02

Cuadro 6.2: Continuación del Cuadro 6.1. Los valores de δ acompañados por ∗ se encuentran
presentes en los cuadros del capı́tulo de resultados. Se calculan soluciones numéricas hasta
el lı́mite del valor de δ más alto que se pudo obtener.
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[12] F.X. de Araújo. The equatorial plane of be stars: an outflow driven by optically thin lines?
Astronomy and Astrophysics, 298:179–186, 1994. 13

[13] M. Fernández. Variabilidad en el viento de estrellas supergigantes b. soluciones hidro-
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